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RESUMO
MONTEIRO, Guilherme Elias Egg. CONTANDO AS SIMETRIAS ROTACIONAIS DOS PO-
LIEDROS REGULARES. 72 f. Dissertac¸a˜o – Programa de Mestrado Profissional em Ma-
tema´tica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnolo´gica Federal do Parana´. Curi-
tiba, 2013.
Esta dissertac¸a˜o esta´ dividida em duas partes. A primeira parte e´ uma introduc¸a˜o da teoria
ba´sica de grupos necessa´ria para o desenvolvimento do teorema da o´rbita-estabilizador, que
permite fazer as contagens das simetrias dos poliedros regulares. A segunda parte e´ a descric¸a˜o
de uma atividade aplicada em sala de aula.
Palavras-chave: Poliedros regulares, Teorema da o´rbita - estabilizador, Contagem de simetrias
ABSTRACT
MONTEIRO, Guilherme Elias Egg. COUNTING THE ROTATIONAL SYMMETRIES OF
THE REGULAR POLYEDRA. 72 f. Dissertac¸a˜o – Programa de Mestrado Profissional em
Matema´tica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnolo´gica Federal do Parana´. Cu-
ritiba, 2013.
This dissertation is divided in two parts. The first part is an introduction to basic group theory
required for the development of the orbit-stabilizer theorem, that allows the counts of sym-
metries of the regular polyhedra. The second part is the description of an activity applied in
classroom.
Keywords: Regular Polyhedra , Orbit-stabilizer theorem, Count of symmetries.
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91 INTRODUC¸A˜O
Ensinar simetria para os alunos das se´ries ba´sicas na˜o e´ tarefa fa´cil. O motivo na˜o
e´ a dificuldade do conteu´do nem a relac¸a˜o do aluno com o objeto, mas sim o fato de tratar a
matema´tica como cieˆncia abstrata ser cada vez mais raro, devido a`s demandas educacionais das
aplicac¸o˜es da matema´tica em situac¸o˜es-problema. Essas demandas sa˜o constantes nos livros
dida´ticos do ensino fundamental, me´dio e nos planejamentos escolares, de modo que os profes-
sores usufruem de bons materiais de trabalho. De certo modo, a matema´tica das aplicac¸o˜es no
cotidiano representa um grande avanc¸o do ensino da educac¸a˜o ba´sica, por se tratar de relacionar
a teoria e a pra´tica.
Este trabalho e´ uma tentativa de mesclar a a´lgebra e a geometria em sala de aula e
contribuir com o aperfeic¸oamento dos professores da educac¸a˜o ba´sica. Nos currı´culos dos cur-
sos de licenciatura em matema´tica, o grupo das simetrias, estudado em um curso semestral de
a´lgebra moderna ou de teoria de grupos, dificilmente e´ aplicado. A importaˆncia desta aplicac¸a˜o
esta´ na escassez do ensino da simetria na educac¸a˜o ba´sica.
O professor de matema´tica do ensino fundamental e me´dio, com seus cronogramas
apertados e ementas exageradas, tem deixado a esseˆncia da investigac¸a˜o matema´tica e das con-
cluso˜es abstratas de lado. O aluno que cresce sem estas, dificilmente estara´ apto a enxergar a
verdadeira natureza da “Rainha das Cieˆncias”.
Apesar deste trabalho conter conceitos que os alunos do ensino me´dio na˜o esta˜o aptos a
entender, e´ um bom material de estudo para o professor que vai ensinar a simetria na educac¸a˜o
ba´sica. De fato, os conceitos relacionados a` a´lgebra moderna, como teoria de grupos e seus
teoremas, podem ser aplicados na educac¸a˜o ba´sica mesmo que o aluno na˜o entenda a natureza
das quais estas ideias surgiram.
A origem da teoria de grupos esta´ na teoria de equac¸o˜es polinomiais que foi desenvol-
vida por E´variste Galois e na geometria descrevendo simetria de objetos.
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Um dos objetivos deste trabalho e´ desenvolver toda a base alge´brica para que se possa
demonstrar um importante teorema da teoria de grupos, com o qual e´ possı´vel estudar a con-
tagem de simetrias. Outro objetivo e´ descrever uma atividade de simetria realizada em sala de
aula, com o intuito de poder observar se os alunos do 9◦ ano do ensino fundamental e 1◦ ano do
ensino me´dio conseguem identificar e operar as simetrias de alguns objetos geome´tricos.
No capı´tulo 2 (Preliminares) abordaremos, de maneira sucinta, parte dos pre´-requisitos
para este trabalho como o princı´pio de induc¸a˜o, relac¸o˜es de equivaleˆncia e classes de equi-
valeˆncia. Em seguida, uma breve explicac¸a˜o dos conceitos ba´sicos que envolvem func¸a˜o, sendo
o conceito de permutac¸a˜o o mais importante para este trabalho. No capı´tulo 3 (Poliedros Regu-
lares) apresentaremos os poliedros regulares e provaremos as proposic¸o˜es que permitem con-
cluir que existem somente cinco desses. No capı´tulo 4 (Grupos) faremos o desenvolvimento
da teoria de grupos, necessa´rio para o entendimento deste trabalho. Alguns conceitos apre-
sentados sera˜o subgrupos, classes laterais, homomorfismo e ac¸a˜o. Tambe´m sera´ apresentada
a demonstrac¸a˜o do importante teorema de Cayley. No capı´tulo 5 (O´rbitas e Estabilizadores)
daremos a definic¸a˜o de o´rbitas e estabilizadores e demonstraremos o teorema que e´ responsa´vel
pela contagem dos elementos de um grupo, o teorema da o´rbita-estabilizador. No capı´tulo 6
aplicaremos o resultado deste mesmo teorema para fazer a contagem das simetrias rotacionais
dos poliedros regulares. O capı´tulo 7 apresentara´ a descric¸a˜o de uma atividade pra´tica realizada
em sala de aula. Por fim, no capı´tulo 8 apresentaremos as concluso˜es acerca deste trabalho.
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2 PRELIMINARES
Alguns pre´-requisitos sa˜o necessa´rios para o estudo da teoria de grupos. A maioria
desses na˜o faz parte do currı´culo de ensino me´dio, pore´m devem estar ao alcance do professor da
educac¸a˜o ba´sica, uma vez que sa˜o definic¸o˜es importantes, estudadas nos cursos de licenciatura
em matema´tica.
2.1 PRINCI´PIO DE INDUC¸A˜O
Em algumas demonstrac¸o˜es, precisamos mostrar que uma propriedade e´ va´lida para
todo nu´mero natural n ≥ a. Para tal tarefa, usamos um axioma dos nu´meros naturais chamado
princı´pio de induc¸a˜o, enunciado a seguir:
Seja P(n) uma propriedade no universo dos nu´meros naturais N. Suponha que
1. P(a) e´ verdadeira;
2. se P(n) e´ verdadeira para algum n≥ a, enta˜o P(n+1) e´ verdadeira.
Deste modo, P(n) e´ verdadeira para todo nu´mero natural n≥ a.
De acordo com (ROSEN, 2009), o funcionamento deste princı´pio pode ser comparado
a brincadeira de equilibrar as pec¸as do jogo de domino´, umas ao lado das outras, para que,
derrubando a primeira pec¸a, todas caiam em seguida. Imagine uma carreira infinita de pec¸as de
domino´ equilibradas. Para que todas as pec¸as caiam, devemos ter duas garantias: a primeira e´
a garantia que a primeira pec¸a cai, e a segunda e´ que, se uma pec¸a aleato´ria cai, a pec¸a seguinte
tambe´m cai. Deste modo, todas as infinitas pec¸as caira˜o.
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Figura 1: Pec¸as equilibradas de domino´
Fonte: Disponı´vel em http://clickeaprenda.uol.com.br/portal/mostrarConteudo.php?idPagina=30093.
Acessado em 04/05/2013.
Exemplo 2.1. Vamos mostrar que, para todo n ∈ N∗, e´ va´lida a afirmac¸a˜o
P(n) : 12+22+ ...+n2 =
n(n+1)(2n+1)
6
,
ou seja, que a soma dos n primeiros quadrados pode ser calculada pela fo´rmula n(n+1)(2n+1)6 .
1. Para n = 1 temos 12 = 1·2·36 . Logo P(1) e´ verdadeira.
2. Suponha P(n) verdadeira para algum n≥ 1, isto e´,
12+22+ ...+n2 =
n(n+1)(2n+1)
6
.
Queremos mostrar que P(n+1) e´ verdadeira, ou seja, deve valer a igualdade
12+22+ ...+n2+(n+1)2 =
(n+1)(n+2)(2n+3)
6
.
De fato, adicionando (n+1)2 em ambos os membros da igualdade da hipo´tese, temos:
n(n+1)(2n+1)
6︷ ︸︸ ︷
12+22+ ...+n2+(n+1)2 =
n(n+1)(2n+1)
6
+(n+1)2
=
n(n+1)(2n+1)+6(n+1)2
6
=
(n+1)(2n2+7n+6)
6
=
(n+1)(2n2+4n+3n+6)
6
=
(n+1)[2n(n+2)+3(n+2)]
6
=
(n+1)(n+2)(2n+3)
6
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Portanto, segue pelo princı´pio de induc¸a˜o de P(n) e´ verdadeira para n ∈ N∗.
2.2 RELAC¸O˜ES E CLASSES DE EQUIVALEˆNCIA
Nesta sec¸a˜o veremos as noc¸o˜es ba´sicas de relac¸o˜es e classes de equivaleˆncia.
Definic¸a˜o 2.2. Sejam E e F conjuntos na˜o-vazios. Chamamos de relac¸a˜o bina´ria de E em F
todo subconjunto R de E×F. Se E = F, dizemos que R e´ uma relac¸a˜o sobre E. Se (a,b) ∈ R,
denotamos como aRb.
Exemplo 2.3. Se E = {1,2,3} e F = {2,4}, temos que
E×F = {(1,2),(1,4),(2,2),(2,4),(3,2),(3,4)}.
Sabemos da ana´lise combinato´ria que existem 26 = 64 subconjuntos de E × F, ou seja, 64
relac¸o˜es bina´rias de E em F. Algumas delas sa˜o:
1. R1 = {(1,2),(1,4)}. Deste modo, 1R12 e 1R14.
2. R2 = {(2,2),(3,2);(3,4)}. Deste modo, 2R22, 3R22 e 3R24.
3. R3 = /0.
Definic¸a˜o 2.4. Uma relac¸a˜o R sobre um conjunto na˜o-vazio E e´ chamada de relac¸a˜o de equi-
valeˆncia sobre E se as seguintes condic¸o˜es forem satisfeitas:
1. (reflexiva) se x ∈ E enta˜o xRx;
2. (sime´trica) se x,y ∈ E e xRy enta˜o yRx;
3. (transitiva) se x,y,z ∈ E, xRy e yRz enta˜o xRz.
Exemplo 2.5. Se E = {a,b,c,d} e R e´ uma relac¸a˜o sobre E definida por
R = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(b,c)},
temos que:
1. R e´ reflexiva, pois xRx para todo x ∈ E.
2. R na˜o e´ sime´trica, pois (a,b) ∈ R, pore´m (b,a) /∈ R.
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3. R na˜o e´ transitiva, pois (a,b) ∈ R e (b,c) ∈ R, pore´m (a,c) /∈ R.
Concluı´mos que R na˜o e´ de equivaleˆncia.
Exemplo 2.6. Na geometria euclidana plana, a relac¸a˜o de perpendicularismo a∼ b ⇐⇒ a⊥ b
sobre o conjunto das retas do plano e´ reflexiva e sime´trica, pore´m na˜o e´ transitiva, pois se r⊥ s
e s⊥ t, temos r//t e na˜o r ⊥ t. Portanto ∼ na˜o e´ de equivaleˆncia.
Definic¸a˜o 2.7. Sejam a,b ∈ Z. Se existir k ∈ Z tal que b = ka, dizemos que a e´ divisor de b (ou
b e´ mu´ltiplo de a) e representamos por a|b.
Exemplo 2.8. 17|51, pois existe k ∈ Z tal que 51 = 17k, a saber, k = 3.
Exemplo 2.9. A relac¸a˜o de divisibilidade a∼ b ⇐⇒ a|b sobre Z e´ reflexiva e transitiva, pore´m
na˜o e´ sime´trica, pois 2|4, mas 4 - 2. Portanto ∼ na˜o e´ de equivaleˆncia.
Definic¸a˜o 2.10. Seja m > 1 um nu´mero inteiro. Dados a,b ∈ Z, dizemos que a e´ congruente a
b, mo´dulo m, quando m|(a−b), ou seja, se existe k ∈ Z tal que a−b = km. Representamos por
a≡ b(modm).
Exemplo 2.11. −3≡ 24(mod3), pois existe k ∈ Z tal que −3−24 = 3k, a saber, k =−9.
Exemplo 2.12. A relac¸a˜o de congrueˆncia mo´dulo m definida por a ∼ b ⇐⇒ a ≡ b(modm)
sobre Z e´ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia. De fato:
1. (reflexiva) a∼ a, pois m|a−a, ou seja, a≡ a(modm).
2. (sime´trica) se a∼ b enta˜o a≡ b(modm). Logo, existe k ∈ Z tal que a−b = km, ou seja,
b−a = (−k)m. Deste modo, b≡ a(modm) de onde concluı´mos que b∼ a.
3. (transitiva) se a∼ b e b∼ c enta˜o a≡ b(modm) e b≡ c(modm). Logo, existem k1,k2 ∈Z
tais que a−b = k1m e b− c = k2m. Somando estas igualdades temos a− c = (k1+ k2)m
de onde concluı´mos que a∼ c.
Uma relac¸a˜o de equivaleˆncia sobre E divide o conjunto E nas chamadas classes de
equivaleˆncia.
Definic¸a˜o 2.13. Seja R uma relac¸a˜o de equivaleˆncia sobre um conjunto na˜o-vazio E. Dado
a ∈ E, chama-se classe de equivaleˆncia determinada por a, e representamos por a, o subcon-
junto de E constituı´do pelos elementos x ∈ E que esta˜o relacionados com a, por meio de R.
Mais precisamente,
a = {x ∈ E|xRa}.
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Definic¸a˜o 2.14. O conjunto das classes de equivaleˆncia de uma determinada relac¸a˜o R sobre E
sera´ chamado conjunto quociente de E por R, e representaremos por E/R. Mais precisamente:
E/R = {a|a ∈ E}.
Exemplo 2.15. Considere a relac¸a˜o ∼ de equivaleˆncia sobre R2 definida por
(x1,y1)∼ (x2,y2) ⇐⇒ x1− y1 = x2− y2.
Deste modo:
1. a classe de equivaleˆncia determinada por (1,1) ∈ R2 e´ definida pelo conjunto de todos
os pares ordenados que esta˜o relacionados com (1,1) por meio de ∼. Logo:
(1,1) = {(a,b) ∈ R2|(a,b)∼ (1,1)}
= {(a,b) ∈ R2|a−b = 0}
= {(a,b) ∈ R2|a = b}
= {(a,a)|a ∈ R}.
2. a classe de equivaleˆncia determinada por (3,1) ∈ R2 e´ definida pelo conjunto de todos
os pares ordenados que esta˜o relacionados com (3,1) por meio de ∼. Logo:
(3,1) = {(a,b) ∈ R2|(a,b)∼ (3,1)}
= {(a,b) ∈ R2|a−b = 2}
= {(a,b) ∈ R2|b = a−2}
= {(a,a−2)|a ∈ R}.
3. o conjunto quociente de R2 por ∼ e´ dado pelo conjunto de todas as classes de equi-
valeˆncia (x1,y1) tais que (x1,y1) ∈ R2. Note que
(x1,y1) = {(a,b) ∈ R2|(a,b)∼ (x1,y1)}
= {(a,b) ∈ R2|a−b = x1− y1}.
Fazendo x1− y1 = k, temos:
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(x1,y1) = {(a,b) ∈ R2|b = a− k}
= {(a,a− k)|a ∈ R}.
Logo, uma classe de equivaleˆncia gene´rica e´ o conjunto de pontos que pertencem a` retas
paralelas a reta y = x do plano R2. Isso nos leva a concluir que o conjunto quociente
R2/∼ e´ o conjunto de todas as retas paralelas a {(x,y)|y = x}.
Proposic¸a˜o 2.16. Seja R uma relac¸a˜o de equivaleˆncia sobre E e sejam a,b ∈ E. Sa˜o equiva-
lentes as afirmac¸o˜es:
I. aRb II. a ∈ b III. b ∈ a IV. a = b
Demonstrac¸a˜o:
1. (I =⇒ II) Sabemos que b = {x ∈ E|xRb}. Como, por hipo´tese, aRb, concluı´mos que
a ∈ b.
2. (II =⇒ III) Se a ∈ b, enta˜o aRb. Pela propriedade sime´trica temos bRa. Como
a = {x ∈ E|xRa} segue que b ∈ a.
3. (III =⇒ IV ) Temos como hipo´tese que b ∈ a, ou seja, bRa e, consequentemente, aRb.
Devemos mostrar que valem as duas contineˆncias a ⊂ b e b ⊂ a. Para mostrar a pri-
meira contineˆncia considere x ∈ a, ou seja, xRa. Como, por hipo´tese, aRb, pela proprie-
dade transitiva segue que xRb, ou seja, x ∈ b. A segunda contineˆncia tem demonstrac¸a˜o
ana´loga. Deste modo a = b.
4. (IV =⇒ I) Sabemos que a ∈ a e b ∈ b, ou seja, a 6= /0 e b 6= /0. Deste modo, considere
x ∈ a = b. Logo xRa e xRb. Pela propriedade sime´trica temos aRx e pela propriedade
transitiva segue que aRb.

Exemplo 2.17. Seja a ∈ Z e considere a relac¸a˜o de equivaleˆncia de congrueˆncia mo´dulo m,
do exemplo 2.12. Para encontrar a classe de equivaleˆncia determinada por a, consideramos o
seguinte conjunto:
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a = {x ∈ Z|x∼ a}
= {x ∈ Z|x≡ a(modm)}
= {x ∈ Z|x−a = km, para algum k ∈ Z)}
= {x ∈ Z|x = a+ km, para algum k ∈ Z)}.
Para 0≤ a < m, temos que a e´ o resto da divisa˜o de x por m, em que k e´ o quociente.
A divisa˜o de a por m garante que existem q,r ∈ Z tais que a= qm+ r com 0≤ r≤m−1. Logo
a = r, pois a− r = qm, ou seja, a ≡ r(modm). Deste modo a ∈ {0,1,2, ...,m− 1}, ou seja,
a ∈ {0,1,2, ...,m−1}.
Assim {0,1,2, ...,m−1} e´ um candidato a conjunto quociente da relac¸a˜o de con-
grueˆncia. Basta mostrarmos que as classes 0,1, ...,m−1 sa˜o disjuntas. Para isso, suponha
que existam duas classes, r e s iguais em {0,1,2, ...,m−1}, determinadas por r e s, ambos
menores que m, com r < s < m. Como r = s, temos pela Proposic¸a˜o 2.16 que s ≡ r(modm)
e, assim, m|s− r. Pore´m isso e´ impossı´vel, pois m > 1 e s− r < m. Logo {0,1,2, ...,m−1} e´
composto por m elementos distintos. Portanto
Z/∼= {0,1,2, ...,m−1}.
Mais comumente usaremos a notac¸a˜o Zm = {0,1,2, ...,m−1} e chamaremos de conjunto de
classes de restos.
Agora exploraremos a ligac¸a˜o entre relac¸o˜es de equivaleˆncia e partic¸o˜es em um con-
junto na˜o vazio E, a qual sera´ usada na demonstrac¸a˜o do importante Teorema de Lagrange.
Definic¸a˜o 2.18. Seja E um conjunto na˜o-vazio. Diz-se que um conjunto F formado por sub-
conjuntos de E e´ uma partic¸a˜o de E se forem satisfeitas as seguintes condic¸o˜es:
1. dois membros de F ou sa˜o iguais, ou sa˜o disjuntos;
2. a unia˜o dos membros de F e´ igual a E.
Exemplo 2.19. Uma partic¸a˜o natural do conjunto Z e´ F = {P, I}, em que P e I representam
os conjuntos dos nu´meros pares e ı´mpares, respectivamente. Note que P e I sa˜o disjuntos e
P∪ I = Z.
Proposic¸a˜o 2.20. Se R e´ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia sobre um conjunto E, enta˜o E/R e´ uma
partic¸a˜o de E.
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Demonstrac¸a˜o:
Primeiramente, note que E/R 6= /0, pois E 6= /0. De fato, como R e´ reflexiva, se a ∈ E
enta˜o a ∈ E/R. Portanto, falta verificar as condic¸o˜es da definic¸a˜o 2.18:
1. (as classes de E/R ou sa˜o iguais ou sa˜o disjuntas) Considere a e b tais que a∩ b 6= /0.
Vamos mostrar que a = b. Suponha x ∈ a∩ b. Deste modo x ∈ a e x ∈ b, ou seja, xRa e
xRb. Pela propriedade sime´trica temos aRx e pela propriedade transitiva segue que aRb.
A Proposic¸a˜o 2.16 garante que a = b.
2. (a unia˜o das classes de E/R deve ser igual a E) Como a⊂ E para todo a ∈ E, temos que
a unia˜o de todas as classes de E/R esta´ contida em E. Por outro lado, um elemento de E
sempre pertence a classe representada por ele, isto e´, este elemento pertence a unia˜o de
todas as classes de E/R. Logo E esta´ contido na unia˜o de todas as classes de E/R. Deste
modo, mostramos a igualdade entre E e a unia˜o das classes de E/R.

2.3 FUNC¸A˜O
O conceito de func¸a˜o e´ um dos mais importantes (sena˜o o mais importante) estudado
no ensino me´dio e e´ a base do desenvolvimento de grandes a´reas como a a´lgebra moderna e a
ana´lise matema´tica.
Definic¸a˜o 2.21. Uma func¸a˜o f de um conjunto A em um conjunto B e´ uma regra que associa a
cada elemento do conjunto A um u´nico elemento do conjunto B. Usaremos a notac¸a˜o f (a) = b
para representar que o elemento a ∈ A esta´ associado com b ∈ B por meio de f . Tambe´m
dizemos que b e´ a imagem de a pela f . O conjunto A e´ chamado de domı´nio de f , representado
por D( f ), e o conjunto B e´ chamado de contradomı´nio de f , representado por CD( f ). Para
indicar que uma func¸a˜o tem domı´nio A e contradomı´nio B, usamos a notac¸a˜o f : A −→ B. O
conjunto das imagens de cada elemento do domı´nio e´ chamado conjunto imagem, e denotado
por Im( f ).
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Figura 2: Func¸a˜o de A em B
De especial interesse para o nosso estudo sa˜o as func¸o˜es bijetoras.
Definic¸a˜o 2.22. Uma func¸a˜o f : A −→ B e´ dita injetora se, para todo a1,a2 ∈ A, temos que
f (a1) = f (a2) implica a1 = a2.
Definic¸a˜o 2.23. Uma func¸a˜o f : A −→ B e´ dita sobrejetora se Im( f ) =CD( f ). Mais precisa-
mente, para todo y ∈ B deve existir x ∈ A tal que f (x) = y .
Exemplo 2.24. A func¸a˜o f : R −→ R definida por f (x) = 3x− 1 e´ uma func¸a˜o injetora. De
fato:
f (a1) = f (a2) =⇒ 3(a1)−1 = 3(a2)−1.
=⇒ a1 = a2
Esta func¸a˜o tambe´m e´ sobrejetora, pois dado y ∈ R existe x ∈ R tal que 3x−1 = y, a
saber, x = y+13 .
Exemplo 2.25. A func¸a˜o g : R+ −→ R definida por g(x) =√x e´ injetora. De fato:
g(a1) = g(a2) =⇒ √a1 =√a2.
=⇒ a1 = a2
Pore´m, g na˜o e´ sobrejetora, pois existe y ∈ R tal que √x 6= y, para todo x ∈ R+, a
saber, qualquer y< 0.
Exemplo 2.26. A func¸a˜o h : R−→ R+ definida por h(x) = x2 e´ sobrejetora, pois Im(h) = R+,
e na˜o e´ injetora, pois h(2) = h(−2) = 4.
Definic¸a˜o 2.27. Uma func¸a˜o f : A −→ B e´ chamada bijetora se for injetora e sobrejetora.
Quando f : S−→ S for bijetora, dizemos que f e´ uma permutac¸a˜o de S.
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A teoria das permutac¸o˜es tem papel fundamental na histo´ria da teoria de grupos e foi
usada por E´variste Galois (1811 - 1832) para caracterizar matematicamente as equac¸o˜es de grau
maior do que ou igual a 5, que na˜o sa˜o resolu´veis por radicais. Este fato foi provado anterior-
mente por Niels Abel (1802 - 1829), pore´m na˜o se sabia o que diferenciava estas equac¸o˜es das
equac¸o˜es de grau menor que 5, que sa˜o resolu´veis por radicais.
Exemplo 2.28. A func¸a˜o do exemplo 2.24 e´ bijetora e tambe´m e´ uma permutac¸a˜o do conjunto
dos nu´meros reais.
Exemplo 2.29. Seja S = {1,2}. Podemos associar duas permutac¸o˜es f : S−→ S:
f1(1) = 1 , f1(2) = 2 ; f2(1) = 2 , f2(2) = 1
Estas permutac¸o˜es podem ser representadas por meio da notac¸a˜o a seguir:
f1 =
(
1 2
1 2
)
; f2 =
(
1 2
2 1
)
Exemplo 2.30. Seja S = {1,2,3}. Podemos associar seis permutac¸o˜es f : S−→ S:
f1 =
(
1 2 3
1 2 3
)
; f2 =
(
1 2 3
1 3 2
)
; f3 =
(
1 2 3
2 1 3
)
f4 =
(
1 2 3
2 3 1
)
; f5 =
(
1 2 3
3 1 2
)
; f6 =
(
1 2 3
3 2 1
)
Definic¸a˜o 2.31. Sejam f : A −→ B e g : B −→C duas func¸o˜es. Uma func¸a˜o h chama-se com-
posta de g e f , e representa-se por h = g◦ f , se h(x) = (g◦ f )(x) = g( f (x)), para todo x ∈ A.
Exemplo 2.32. Considere as func¸o˜es
g : R+ −→ R
x 7→ √x
;
h : R−→ R+
x 7→ x2
definidas nos exemplos 2.25 e 2.26. Ha´ uma composic¸a˜o natural de h e g. Para calcularmos
(h◦g)(5), fazemos:
(h◦g)(5) = h(g(5)) = h(
√
5) = (
√
5)2 = 5.
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Figura 3: Func¸a˜o composta h(a) = g( f (a))
Proposic¸a˜o 2.33. A composta de duas func¸o˜es bijetoras e´ uma func¸a˜o bijetora.
Demonstrac¸a˜o:
Sejam f : A −→ B e g : B −→C duas func¸o˜es bijetoras e considere g ◦ f : A −→C a
func¸a˜o composta de g e f . Devemos mostrar que g◦ f satisfaz as condic¸o˜es da definic¸a˜o 2.27:
1. (g ◦ f e´ injetora) Sejam a1,a2 ∈ A tais que (g ◦ f )(a1) = (g ◦ f )(a2). Enta˜o
g( f (a1)) = g( f (a2)) e como g e´ injetora segue f (a1) = f (a2). Como f tambe´m e´ in-
jetora concluı´mos que a1 = a2.
2. (g◦ f e´ sobrejetora) Seja c∈C. Como g e´ sobrejetora, existe b∈B tal que g(b) = c. Como
f tambe´m e´ sobrejetora, existe a ∈ A tal que f (a) = b. Deste modo
c = g(b) = g( f (a)) = (g◦ f )(a).

Exemplo 2.34. Para fazer a composic¸a˜o das permutac¸o˜es f1 e f2 do exemplo 2.29, observe
que:
( f2 ◦ f1)(1) = f2( f1(1)) = f2(1) = 2 ; ( f2 ◦ f1)(2) = f2( f1(2)) = f2(2) = 1
Usando outra notac¸a˜o, temos:
f2 ◦ f1 =
(
1 2
2 1
)
◦
(
1 2
1 2
)
=
(
1 2
2 1
)
Note que a composic¸a˜o de permutac¸o˜es pode ser calculada rapidamente se usarmos
a notac¸a˜o anterior. Para isso, procedemos da permutac¸a˜o da direita para a permutac¸a˜o de
esquerda, do seguinte modo:
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1 7→ 1 7→ 2 ; 2 7→ 2 7→ 1
Exemplo 2.35. Seguem algumas composic¸o˜es de permutac¸o˜es do exemplo 2.30:
f3 ◦ f5 =
(
1 2 3
2 1 3
)
◦
(
1 2 3
3 1 2
)
=
(
1 2 3
3 2 1
)
f5 ◦ f3 =
(
1 2 3
3 1 2
)
◦
(
1 2 3
2 1 3
)
=
(
1 2 3
1 3 2
)
f2 ◦ f2 =
(
1 2 3
1 3 2
)
◦
(
1 2 3
1 3 2
)
=
(
1 2 3
1 2 3
)
Encerramos esta sec¸a˜o com a definic¸a˜o de func¸a˜o inversa.
Definic¸a˜o 2.36. Seja f : A −→ B uma func¸a˜o. Definimos a inversa de f , se existir, a func¸a˜o
f−1 : B−→ A tal que f ◦ f−1 = idB e f−1 ◦ f = idA.
Exemplo 2.37. Note que no exemplo 2.35, a permutac¸a˜o inversa de f2 e´ a pro´pria f2, pois
f2 ◦ f2 = idA = f1. Denotamos por f2 = f2−1.
Exemplo 2.38. A inversa da func¸a˜o f (x) = 3x− 1 definida no exemplo 2.24 e´ f−1(x) = x+13 ,
pois f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = idR. De fato,
( f ◦ f−1)(x) = f ( f−1(x)) = f
(
x+1
3
)
= 3
(
x+1
3
)
−1 = x;
( f−1 ◦ f )(x) = f−1( f (x)) = f−1(3x−1) = (3x−1)+1
3
= x.
Exemplo 2.39. As func¸o˜es dos exemplos 2.25 e 2.26 na˜o admitem inversa. A proposic¸a˜o se-
guinte fornece uma condic¸a˜o necessa´ria e suficiente para que a inversa exista.
Proposic¸a˜o 2.40. Seja f : A −→ B uma func¸a˜o. A func¸a˜o inversa f−1 : B −→ A de f existira´
se, e somente se, f for bijetora.
Demonstrac¸a˜o:
(=⇒) Vamos mostrar que, se f−1 existe enta˜o f e´ bijetora.
1. ( f e´ injetora) Sejam a1,a2 ∈ A tais que f (a1) = f (a2) = b. Enta˜o a1 = f−1(b) e
a2 = f−1(b). Como f−1 e´ func¸a˜o, temos que f−1(b) e´ u´nico, ou seja, a1 = a2.
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2. ( f e´ sobrejetora) Seja b ∈ B. Como f−1 e´ func¸a˜o de B em A, existe a ∈ A tal que
f−1(b) = a, e assim, f (a) = b.
(⇐=) Vamos mostrar que, se f e´ bijetora enta˜o f−1 existe.
1. Como f e´ sobrejetora, dado b ∈ B, existe a ∈ A tal que f (a) = b. Deste modo, defina
f−1(b) = a. Concluı´mos que D( f−1) = B.
2. Vejamos que f−1 esta´ bem definida. Seja b∈B e suponhamos f−1(b)= a1 e f−1(b)= a2.
Enta˜o f (a1) = f (a2) = b. Como f e´ injetora, segue que a1 = a2. Isso nos mostra que
para cada b ∈ B existe um u´nico a ∈ A tal que b = f−1(a).

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3 POLIEDROS REGULARES
Ha´ uma gama muito grande de definic¸o˜es de poliedros. Todas elas nos remetem a
pensar em uma reunia˜o de um nu´mero finito de polı´gonos planos com algumas determinadas
condic¸o˜es. Cada uma tem o seu propo´sito de estudo e o seu nı´vel de ensino. A definic¸a˜o a
seguir, proposta por (LIMA et al., 2006), e´ a mais adequada para os alunos de ensino me´dio,
por se tratar da primeira visa˜o sobre o assunto.
Definic¸a˜o 3.1. Poliedro e´ uma reunia˜o de um nu´mero finito de polı´gonos planos, chamados
faces, em que:
1. cada lado de um desses polı´gonos e´ tambe´m lado de um, e apenas um, outro polı´gono;
2. a intersec¸a˜o de duas faces quaisquer ou e´ um lado comum, ou e´ um ve´rtice ou e´ vazia.
Cada lado de um polı´gono, comum a exatamente duas faces, e´ chamado de aresta do
poliedro e cada ve´rtice de uma face e´ um ve´rtice do poliedro;
3. e´ sempre possı´vel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra, sem passar
por nenhum ve´rtice (ou seja, cruzando apenas arestas).
Definic¸a˜o 3.2. Um poliedro diz-se convexo quando qualquer segmento de reta, na˜o paralela a
nenhuma das faces deste poliedro, o corta em, no ma´ximo, dois pontos.
Figura 4: Um poliedro convexo e um poliedro na˜o-convexo
Fonte: (PAIVA, 1995)
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3.1 A RELAC¸A˜O DE EULER
Em todo poliedro convexo, e alguns na˜o convexos, e´ va´lida uma importante relac¸a˜o
entre o nu´mero de faces, arestas e ve´rtices. Esta e´ chamada relac¸a˜o de Euler.
Proposic¸a˜o 3.3. Representando por V o nu´mero de ve´rtices, por F o nu´mero de faces e por A
o nu´mero de arestas de um poliedro convexo, e´ va´lida a relac¸a˜o de Euler:
V +F = A+2.
Demonstrac¸a˜o:
Vamos considerar um polı´gono P1 em que o nu´mero de lados seja A1 e o nu´mero de ve´rtices seja
V1, como na figura 5. Representamos a u´nica face de P1 por F1. Deste modo, como A1 = V1,
este polı´gono satisfaz a relac¸a˜o V1+F1−A1 = 1.
Figura 5: Superfı´cie P1 com A1 =V1
Seja P2 um polı´gono com k lados, na˜o coplanar a P1, com um lado comum a P1, como
na figura 6. Enta˜o, para a superfı´cie P1∪P2 temos
1. nu´mero de ve´rtices V2 =V1+ k−2
2. nu´mero de arestas A2 = A1+ k−1
3. nu´mero de faces F2 = F1+1
Figura 6: Superfı´cie P1∪P2
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Note que
V2+F2−A2 = (V1+ k−2)+(F1+1)− (A1+ k−1) =V1+F1−A1 = 1.
Assim por diante, vamos acrescentando regio˜es poligonais com o intuito de construir um polie-
dro convexo aberto, ou seja, um poliedro sem alguma face (ou sem algumas de suas faces).
Vamos mostrar por induc¸a˜o que um poliedro convexo aberto de Fn faces, Vn ve´rtices e
An arestas satisfaz a relac¸a˜o Vn+Fn−An = 1:
1. Ja´ vimos que para n = 1, vale V1+F1−A1 = 1;
2. Suponha que Vn+Fn−An = 1 seja verdadeira para n≥ 1, ou seja, temos uma superfı´cie
aberta que e´ formada por P1∪P2∪P3∪ ...∪Pn. Vamos acrescentar a essa superfı´cie um
polı´gono Pn+1 com p lados, sendo que q destes lados coincidem com arestas ja´ existentes
(q< p). Deste modo, obtemos um novo poliedro convexo aberto
P1∪P2∪P3∪ ...∪Pn∪Pn+1
tal que:
(a) Vn+1 =Vn+ p− (q+1), pois q+1 ve´rtices coincidem;
(b) An+1 = An+ p−q, pois q arestas coincidem;
(c) Fn+1 = Fn+1.
Deste modo:
Vn+1+Fn+1−An+1 = [Vn+ p− (q+1)]+ [Fn+1]− [An+ p−q] = 1.
Para concluı´rmos a demonstrac¸a˜o da relac¸a˜o de Euler, basta retirar uma face de um
poliedro convexo com V ve´rtices, F faces e A arestas. Deste modo, obtemos um poliedro
convexo aberto com An = A, Vn =V e Fn = F−1. Portanto:
Vn+Fn−An = 1 =⇒V +F−1−A = 1 =⇒V +F = A+2.

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3.2 OS CINCO POLIEDROS DE PLATA˜O
Definic¸a˜o 3.4. Um poliedro e´ chamado poliedro de Plata˜o se, e somente se:
1. todas as faces teˆm o mesmo nu´mero n de arestas;
2. todos os aˆngulos polie´dricos teˆm o mesmo nu´mero m de arestas (ou seja, m arestas con-
correm em cada ve´rtice);
3. vale a relac¸a˜o de Euler, V +F = A+2.
Teorema 3.5. Existem somente cinco classes de poliedros de Plata˜o.
Demonstrac¸a˜o:
Como cada aresta e´ comum a duas faces, temos 2A = nF = mV , ou seja, F = 2An e V =
2A
m .
Substituindo na relac¸a˜o de Euler, obtemos:
V +F = A+2 =⇒ 2A
m
+
2A
n
= A+2 =⇒ 2A
(
1
m
+
1
n
− 1
2
)
= 2 =⇒ 1
m
+
1
n
− 1
2
=
1
A
,
com m ≥ 3 e n ≥ 3. Observe que m,n na˜o podem ser simultaneamente maiores que 3. Do
contra´rio terı´amos m≥ 4⇒ 1m ≤ 14 e n≥ 4⇒ 1n ≤ 14 , e assim,
1
m
+
1
n
≤ 1
2
=⇒ 1
m
+
1
n
− 1
2
≤ 0−→ 1
A
≤ 0,
o que e´ absurdo, pois 1A > 0. Concluı´mos que um poliedro de Plata˜o possui aˆngulo trie´drico (3
arestas concorrendo em cada ve´rtice) e/ou faces triangulares.
1. m = 3⇒ 1m + 1n − 12 = 1A ⇒ 1n − 16 = 1A ⇒ 1n > 16 ⇒ n < 6. Deste modo, m = 3 (aˆngulo
trie´drico) implica
• n = 3 (faces triangulares);
• n = 4 (faces quadrangulares);
• n = 5 (faces pentagonais).
2. n = 3⇒ 1m + 1n − 12 = 1A ⇒ 1m − 16 = 1A ⇒ 1m > 16 ⇒ m < 6. Deste modo, n = 3 (faces
triangulares) implica
• m = 3 (aˆngulos trie´dricos);
• m = 4 (aˆngulos tetrae´dricos);
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• m = 5 (aˆngulos pentae´dricos).

Resumimos as cinco classes de poliedros de Plata˜o na Tabela 1:
m n A V F poliedro de Plata˜o
3 3 6 4 4 Tetraedro
3 4 12 8 6 Hexaedro
4 3 12 6 8 Octaedro
3 5 30 20 12 Dodecaedro
5 3 30 12 20 Icosaedro
Tabela 1: Poliedros de Plata˜o
Figura 7: Os cinco poliedros de Plata˜o
Fonte: (PAIVA, 1995)
3.3 POLIEDROS REGULARES
Definic¸a˜o 3.6. Diz-se que um poliedro convexo e´ regular se, e somente se,
1. todas as suas faces sa˜o polı´gonos regulares e congruentes entre si (implica que as faces
teˆm o mesmo nu´mero de lados);
2. todos os seus aˆngulos polie´dricos sa˜o congruentes entre si (implica que teˆm o mesmo
nu´mero de arestas).
Deste modo, todo poliedro regular e´ poliedro de Plata˜o.
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Figura 8: Os cinco poliedros regulares
Fonte: (PAIVA, 1995)
3.4 POLIEDROS DUAIS
Definic¸a˜o 3.7. Considere P um poliedro regular. O poliedro dual de P e´ o poliedro cujos
ve´rtices sa˜o os centros de cada uma das faces de P.
Exemplo 3.8. O dual de um tetraedro regular e´ um tetraedro regular. Dizemos que o tetraedro
regular e´ auto-dual.
Figura 9: A dualidade do tetraedro regular
Fonte: (Disponı´vel em http://www.es.iff.edu.br/poliedros/poli duais.html. Acessado em 04/05/2013)
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Exemplo 3.9. O hexaedro regular e o octaedro regular sa˜o duais.
Figura 10: A dualidade do hexaedro regular e do octaedro regular
Fonte: (Disponı´vel em http://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%B3lido plat%C3%B3nico. Acessado em
04/05/2013)
Exemplo 3.10. O icosaedro regular e o dodecaedro regular sa˜o duais.
Figura 11: A dualidade do icosaedro regular e do dodecaedro regular
Fonte: (Disponı´vel em
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/tvmultimidia/imagens/5matematica/8
dodecaedro e icosaedro 2.jpg. Acessado em 04/05/2013)
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4 GRUPOS
Observe o relo´gio analo´gico da figura 12. Suponha que o ponteiro se movimenta no
sentido hora´rio e retorna ao ponto inicial (representado na figura) depois de sessenta minu-
tos. Chamaremos de “hora´rio”o nu´mero inteiro entre 0 e 59 (inclusive) que o ponteiro estara´
marcando.
Figura 12: Relo´gio Analo´gico apenas com o ponteiro dos minutos
Definimos uma operac¸a˜o sobre I = {i ∈ Z|0 ≤ i < 60} da seguinte forma: a soma de
dois hora´rios x,y ∈ I, denotada por x+ y, e´ a movimentac¸a˜o do ponteiro para o hora´rio x e, em
seguida, a movimentac¸a˜o do ponteiro em y hora´rios. Observe que:
1. x+(y+ z) = (x+ y)+ z para todo x,y,z ∈ I, pois a soma de hora´rios em I obedece as leis
da adic¸a˜o de nu´meros inteiros, entre elas, a associatividade.
2. x+ 0 = 0+ x = x, para todo x ∈ I, pois somar 0 a um hora´rio significa na˜o deslocar o
ponteiro. Deste modo, existe um hora´rio 0 ∈ I que somado com qualquer hora´rio x ∈ I
resulta o pro´prio x ∈ I.
3. x+ (60− x) = (60− x) + x = 0, para todo x ∈ I, ou seja, sempre existe um hora´rio
(60− x) ∈ I que somado com x ∈ I resultara´ 0 ∈ I. Esta soma faz com que o ponteiro
retorne ao ponto inicial.
Essas observac¸o˜es nos motivam para a definic¸a˜o de grupo.
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4.1 DEFINIC¸A˜O DE GRUPO
Definic¸a˜o 4.1. Um conjunto G, na˜o-vazio, munido de uma operac¸a˜o bina´ria
· : G×G−→ G
(a,b) 7→ ab
e´ chamado de grupo se as seguintes condic¸o˜es sa˜o satisfeitas:
1. A operac¸a˜o bina´ria e´ associativa, isto e´, (ab)c = a(bc) para todo a,b,c ∈ G;
2. Existe um elemento e em G tal que ae = ea = a, para todo a ∈ G;
3. Para cada a ∈ G existe um elemento a−1 ∈ G tal que aa−1 = a−1a = e.
O elemento e ∈ G com a propriedade do item 2 e´ chamado elemento neutro do grupo
G. O elemento a−1 ∈ G com a propriedade do item 3 e´ chamado de elemento sime´trico do
elemento a ∈ G.
A operac¸a˜o de multiplicac¸a˜o citada na definic¸a˜o de grupo e´ apenas um sı´mbolo que
usaremos para representar a operac¸a˜o com a qual o grupo esta´ munido. Esta operac¸a˜o vai
depender da natureza de seus elementos.
Definic¸a˜o 4.2. Um grupo e´ denominado abeliano se a operac¸a˜o do grupo e´ comutativa, ou
seja, para todo a,b ∈ G vale que ab = ba.
Exemplo 4.3. Os conjuntos dos nu´meros inteiros Z, dos nu´meros racionais Q e dos nu´meros
reais R sa˜o grupos abelianos munidos da operac¸a˜o de adic¸a˜o usual, pois esta operac¸a˜o e´
associativa e comutativa em R (consequentemente em Z e Q), o 0 e´ o elemento neutro e todos
os elementos teˆm sime´tricos aditivos (opostos).
Exemplo 4.4. O conjunto dos nu´meros naturais N= {0,1,2,3, ...} com a operac¸a˜o de adic¸a˜o
usual na˜o tem estrutura de grupo, pois os elementos deste conjunto na˜o tem sime´tricos aditivos.
Observe que 2 ∈ N, pore´m −2 /∈ N.
Exemplo 4.5. Os conjuntosQ∗ eR∗ sa˜o grupos abelianos munidos da operac¸a˜o de multiplicac¸a˜o
usual, pois esta operac¸a˜o e´ associativa e comutativa em R (consequentemente em Q), o 1 e´ o
elemento neutro e todos os elementos teˆm sime´tricos multiplicativos (inversos). O conjunto
dos nu´meros inteiros Z∗ na˜o tem estrutura de grupo com a operac¸a˜o de multiplicac¸a˜o pela
inexisteˆncia de elementos sime´tricos para todos os seus elementos.
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Exemplo 4.6. Denotamos por Mm×n(R) o conjunto das matrizes do tipo m× n com entradas
reais. Este conjunto tem estrutura de grupo munido da operac¸a˜o usual de adic¸a˜o de matrizes.
Sabemos que esta operac¸a˜o e´ associativa, a matriz nula Om×n e´ o elemento neutro e dado
A ∈Mm×n(R), temos a matriz oposta −A ∈Mm×n(R) como seu elemento sime´trico.
Exemplo 4.7. Considere o conjunto das classes dos restos, definido no exemplo 2.17. Para
m> 1, definimos a adic¸a˜o em Zm = {0,1,2, ...,m−1} por
a+b = a+b
para todo a,b ∈ Zm. Note que esta operac¸a˜o assim definida tem as seguintes propriedades:
1. (associativa)
(a+b)+ c = a+b+ c
= a+b+ c
= a+b+ c
= a+(b+ c)
2. (comutativa) a+b = a+b = b+a = b+a
3. (existeˆncia de elemento neutro) a+0 = a+0 = a
4. (existeˆncia de elementos sime´tricos) a+m−a = a+m−a = m = 0
Deste modo, o conjunto Zm munido da operac¸a˜o de adic¸a˜o de classes de restos definida acima
tem estrutura de grupo abeliano.
Exemplo 4.8. Seja S um conjunto na˜o-vazio e indiquemos por A(S) o conjunto das permutac¸o˜es
de S, como na definic¸a˜o 2.27. Note que a operac¸a˜o de composic¸a˜o de func¸o˜es tem as seguintes
propriedades:
1. (associativa)
(( f ◦g)◦h)(x) = ( f ◦g)(h(x))
= f (g(h(x)))
= f ((g◦h)(x))
= ( f ◦ (g◦h))(x)
2. (existeˆncia de elemento neutro)
( f ◦ i)(x) = f (i(x)) = f (x) ; (i◦ f )(x) = i( f (x)) = f (x)
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3. (existeˆncia de elementos sime´tricos)
( f ◦ f−1)(x) = f ( f−1(x)) = x ; ( f−1 ◦ f )(x) = f−1( f (x)) = x
Portanto, o conjunto A(S) das permutac¸o˜es de S munido da operac¸a˜o de composic¸a˜o
de func¸o˜es tem estrutura de grupo, chamado grupo das permutac¸o˜es.
Exemplo 4.9. Um caso particular do exemplo 4.8 e´ quando S = {1,2,3, ...,n}. Neste caso,
a notac¸a˜o A(S) passa a ser indicada por Sn e e´ denominado grupo sime´trico de grau n. Nos
exemplos 2.29 e 2.30 foram mostrados todos os elementos de S2 e S3. Note que Sn na˜o e´
abeliano, pois, por exemplo, em S4:
(
1 2 3 4
3 1 2 4
)(
1 2 3 4
4 1 2 3
)
=
(
1 2 3 4
4 3 1 2
)
(
1 2 3 4
4 1 2 3
)(
1 2 3 4
3 1 2 4
)
=
(
1 2 3 4
2 4 1 3
)
4.2 ALGUMAS PROPRIEDADES
O resultado a seguir nos fornece algumas das propriedades elementares de grupo.
Proposic¸a˜o 4.10. Seja G um grupo. Enta˜o:
1. O elemento neutro de G e´ u´nico;
2. O elemento sime´trico de a ∈ G e´ u´nico;
3. Para todo a ∈ G vale que (a−1)−1 = a;
4. Sejam a,b ∈ G. Enta˜o (ab)−1 = b−1a−1.
Demonstrac¸a˜o:
1. Considere e,e′ ∈ G elementos neutros tais que e 6= e′. Deste modo, temos
ae = ea = a e ae′ = e′a = a para todo a ∈ G. Enta˜o:
e = ee = ee′ = e′.
35
Contradic¸a˜o.
2. Seja e ∈ G o elemento neutro de G e considere a′,a′′ ∈ G sime´tricos de a ∈ G, tal
que a′ 6= a′′. Deste modo, temos aa′ = a′a = e e aa′′ = a′′a = e. Enta˜o:
a′ = a′e = a′(aa′′) = (a′a)a′′ = ea′′ = a′′.
Contradic¸a˜o.
3. Sendo e ∈ G o elemento neutro de G, basta mostrar que a−1a = e e aa−1 = e. Estas
igualdades fazem parte da definic¸a˜o de grupo.
4. Basta mostrar que (ab)(b−1a−1) = e e (b−1a−1)(ab) = e.
(ab)(b−1a−1) = a(bb−1)a−1 = aea−1 = (ae)a−1 = aa−1 = e;
(b−1a−1)(ab) = b(a−1a)b = b−1eb = (b−1e)b = b−1b = e.

Definiremos agora uma operac¸a˜o importante para os elementos de um grupo.
Definic¸a˜o 4.11 (Poteˆncia de um elemento). Seja a ∈ G e n ∈ Z. A poteˆncia n-e´sima de a e´
definida como:
an =

an−1a se n≥ 1
a0 = 1(
a−1
)−n se n≤−1
Proposic¸a˜o 4.12. Seja G um grupo. Se a ∈ G, e m,n ∈ Z enta˜o aman = am+n e (am)n = amn .
Demonstrac¸a˜o:
Sejam m,n ∈ Z. Separamos a demonstrac¸a˜o de aman = am+n em duas partes:
1. n ≥ 0: Procedemos por induc¸a˜o sobre n. Para n = 0, temos ama0 = ame = am = am+0.
Suponha que aman = am+n, para algum n ∈ Z. Devemos mostrar que aman+1 = am+n+1.
Logo:
aman+1 = am(ana1) = (aman)a = am+na = am+n+1.
Portanto, segue pelo princı´pio de induc¸a˜o que aman = am+n, para todo n≥ 0.
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2. n< 0: Se n< 0 enta˜o −n> 0. Deste modo:
am+n = (a−1)−(m+n) = (a−1)−m+(−n) = (a−1)−m(a−1)−n = aman.
A demonstrac¸a˜o de (am)n = amn e´ ana´loga.

4.3 SUBGRUPOS
Definic¸a˜o 4.13. Se (G, ·) e´ um grupo e H ⊆ G, dizemos que H e´ um subgrupo de G se (H, ·)
e´ tambe´m um grupo. Pela proposic¸a˜o 4.10, o elemento neutro de qualquer subgrupo H e´ o
elemento neutro de G e o elemento sime´trico de a ∈ H e´ o sime´trico a−1 de a ∈ G.
Uma caracterizac¸a˜o de subgrupos e´ a seguinte:
Proposic¸a˜o 4.14. Seja G um grupo e H um subconjunto na˜o-vazio de G. Enta˜o H e´ um sub-
grupo de G se, e somente se, as seguintes condic¸o˜es sa˜o satisfeitas:
1. para todo a,b ∈ H, temos ab ∈ H;
2. para todo a ∈ H, temos a−1 ∈ H.
Para demonstrac¸a˜o, ver (GARCIA; LEQUAIN, 2003).
Exemplo 4.15. Para qualquer grupo G, os subconjuntos {e} e G sa˜o grupos, chamados sub-
grupos triviais.
Exemplo 4.16. No grupo (Q∗, ·) citado no exemplo 4.5, o subconjunto S = {1,−1} ⊂Q∗ e´ um
subgrupo. Note que ab ∈ S, para todo a,b ∈ S e a−1 ∈ S para todo a ∈ S.
Definic¸a˜o 4.17. Seja G um grupo e considere H e K subconjuntos de G. Definimos os seguintes
conjuntos:
HK = {hk|h ∈ H,k ∈ K} e H−1 = {h−1|h ∈ H}.
Em geral, HK na˜o e´ subgrupo de G, mesmo quando H e K sa˜o subgrupos de G. Ob-
serve o exemplo 4.18.
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Exemplo 4.18. Sejam G = S3, H = {e,β} e K = {e,βα} subgrupos de G, em que
β =
(
1 2 3
2 1 3
)
,α =
(
1 2 3
2 3 1
)
Lembramos que, neste caso, a operac¸a˜o e´ a composic¸a˜o de func¸o˜es, e que a notac¸a˜o multipli-
cativa e´ usada apenas para simplificar a escrita. Note que
βα =
(
1 2 3
2 1 3
)
.
(
1 2 3
2 3 1
)
=
(
1 2 3
1 3 2
)
;
β 2 =
(
1 2 3
2 1 3
)
.
(
1 2 3
2 1 3
)
=
(
1 2 3
1 2 3
)
= e ;
(βα)2 =
(
1 2 3
1 3 2
)
.
(
1 2 3
1 3 2
)
=
(
1 2 3
1 2 3
)
= e
Deste modo, temos HK = {e,β ,βα,β 2α}= {e,β ,βα,α}, pore´m
α2 =
(
1 2 3
2 3 1
)
.
(
1 2 3
2 3 1
)
=
(
1 2 3
3 1 2
)
/∈ HK
Como α2 /∈ HK, temos que HK na˜o e´ subgrupo de S3.
4.4 GRUPO CI´CLICO
Definic¸a˜o 4.19. Seja S um subconjunto qualquer do grupo G. O conjunto
{a1a2...an|n ∈ N,ai ∈ S}
denotado por < S > e´ um subgrupo de G, chamado subgrupo gerado por S.
Definic¸a˜o 4.20. Seja G um grupo. Definimos o conjunto das poteˆncias de g ∈ G como
< g>= {gt |t ∈ Z}.
Definic¸a˜o 4.21. Seja G um grupo. Se existir g ∈G tal que G=< g>= {gt |t ∈ Z}, dizemos que
o grupo G e´ cı´clico. Dizemos tambe´m que g gera G ou que G e´ gerado por g.
Exemplo 4.22. Sa˜o cı´clicos os grupos:
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1. Z=< 1>=<−1>
2. Z4 =< 1¯>=< 3¯>
Na˜o sa˜o cı´clicos os grupos aditivos Q e R.
Proposic¸a˜o 4.23. Se um grupo G e´ cı´clico enta˜o G e´ abeliano.
Demonstrac¸a˜o:
Sejam a,b pertencentes a um um grupo cı´clico G, gerado por g. Enta˜o, existem t1 e t2 tais que
a = gt1 e b = gt2 . Logo:
ab = gt1gt2 = gt2gt1 = ba.

Observe no exemplo 4.24 que a recı´proca da proposic¸a˜o 4.23 e´ falsa.
Exemplo 4.24. Consideremos (G, ·) e (H,◦) dois grupos cujos elementos neutros sa˜o, respec-
tivamente, eG e eH . Seja
G×H = {(g,h)|g ∈ G,h ∈ H}
o produto cartesiano de G e H. No conjunto G×H definimos a operac¸a˜o
(g,h)? (g′,h′) = (g ·g′,h◦h′)
para todo g,g′ ∈ G e h,h′ ∈ H. O grupo (G×H,?) e´ chamado produto direto de G com H,
com elemento neutro (eG,eH). Observe que, quando consideramos o grupo (Z2×Z2,+), temos
que:
Z2×Z2 = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)};
(0,0)2 = (0,0)+(0,0) = (0,0);
(0,1)2 = (0,1)+(0,1) = (0,0);
(1,0)2 = (1,0)+(1,0) = (0,0);
(1,1)2 = (1,1)+(1,1) = (0,0).
Deste modo, (G×H,?) e´ abeliano na˜o cı´clico.
Definic¸a˜o 4.25. Chamamos de ordem do grupo G o nu´mero de elementos de G, e denotamos
|G|. Se a ∈ G, a ordem de a, denotada por O(a) e´ a ordem do subgrupo cı´clico < a>.
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4.5 CLASSES LATERAIS
Agora podemos voltar a considerar um subgrupo H de um grupo G. A relac¸a˜o definida
no exemplo a seguir e´ de extrema importaˆncia no estudo dos subgrupos.
Exemplo 4.26. Sobre G, definimos a seguinte relac¸a˜o:
∀a,b ∈ G, a∼ b ⇐⇒ ab−1 ∈ H.
Proposic¸a˜o 4.27. A relac¸a˜o definida acima e´ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia.
Demonstrac¸a˜o:
Devemos mostrar que a relac¸a˜o e´ reflexiva, sime´trica e transitiva:
1. (reflexiva) Seja a ∈G e e o elemento neutro de G. Enta˜o existe a−1 ∈G tal que aa−1 = e.
Como H e´ subgrupo de G, temos e ∈ H, e assim, aa−1 ∈ H. Portanto a ∼ a, ou seja, a
relac¸a˜o e´ reflexiva.
2. (sime´trica) Suponhamos a ∼ b, isto e´, ab−1 ∈ H. Como H e´ subgrupo de G, temos
(ab−1)−1 ∈ H. Como (ab−1)−1 = ba−1, temos que b∼ a, ou seja, a relac¸a˜o e´ sime´trica.
3. (transitiva) Suponhamos que a ∼ b e b ∼ c, isto e´, ab−1 ∈ H e bc−1 ∈ H. Como H e´
subgrupo de G, temos que ac−1 = a(b−1b)c−1 = (ab−1)(bc−1) ∈ H. Logo, a ∼ c, ou
seja, a relac¸a˜o e´ transitiva.

Proposic¸a˜o 4.28. A classe de equivaleˆncia determinada por a ∈ G da relac¸a˜o anterior e´ o
conjunto a = {b ∈ G|a∼ b}= {ha|h ∈ H}= Ha.
Demonstrac¸a˜o:
Mostraremos as duas contineˆncias:
1. (⊃) Seja x ∈ Ha, ou seja, x = ha, para algum h ∈ H. Daı´, ax−1 = h−1 ∈ H, isto e´ a ∼ x.
Portanto [a]⊃ Ha.
2. (⊂) Seja x ∈ [a], ou seja, a∼ x, e assim, ax−1 ∈H. Logo, ax−1 = h, para um conveniente
h ∈ H. Daı´, x = h−1a ∈ Ha, uma vez que h−1 ∈ H. Portanto, [a]⊂ Ha.
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Chamamos o conjunto Ha de classe lateral a` direita.
Analogamente, podemos definir a relac¸a˜o ∀a,b∈G, a∼ b ⇐⇒ a−1b∈H que tambe´m
e´ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia, da qual obterı´amos classes laterais a` esquerda de H em G. A
classe lateral de a, a` esquerda, e´ aH = {ah|h ∈ H}.
Exemplo 4.29. No grupo aditivo Z4, temos o subgrupo H = {0,2}. As classes laterais sa˜o:
0+H = {0+0,0+2}= {0,2} ; H +0 = {0+0,2+0}= {0,2}
1+H = {1+0,1+2}= {1,3} ; H +1 = {0+1,2+1}= {1,3}
2+H = {2+0,2+2}= {2,0} ; H +2 = {0+2,2+2}= {2,0}
3+H = {3+0,3+2}= {3,1} ; H +3 = {0+3,2+3}= {3,1}
Observe no exemplo anterior que o nu´mero de classes laterais a` esquerda e´ o mesmo
que o nu´mero de classes laterais a` direita. E ainda, para classes diferentes, o nu´mero de elemen-
tos e´ o mesmo, igual ao nu´mero de elementos de H. Essas concluso˜es sera˜o provadas nas duas
proposic¸o˜es que seguem.
Vamos mostrar que a cardinalidade da classe lateral a` direita de a ∈ G e´ a mesma que
a da classe lateral a` esquerda de a ∈ G, permitindo-nos, desse modo, dar um nome para essa
cardinalidade, independente da classe que adotamos.
Proposic¸a˜o 4.30. E´ bijetora a aplicac¸a˜o
ϕ : X = {Classes laterais a` esquerda} −→ Y = { Classes laterais a` direita}
aH 7−→ Ha−1
Demonstrac¸a˜o:
1. (sobrejetora) Dada uma classe Hc ∈ Y queremos mostrar que existe bH ∈ X tal que
ϕ(bH) = Hc. Seja b = c−1. Logo ϕ(bH) = ϕ(c−1H) = H(c−1)−1 = Hc.
2. (injetora) Suponha Ha−1 = Hb−1. Enta˜o existem h,h′ tais que ha−1 = h′b−1, ou seja,
(h′)−1ha−1 = b−1, e assim (h′)−1h= b−1a, o que implica (b−1a)∈H. Queremos mostrar
que aH = bH.
(⊂) Considere ah1 ∈ aH. Enta˜o:
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ah1 = (bb−1)ah1 = b(b−1a)h1︸ ︷︷ ︸
h2
= bh2 ∈ bH
(⊃) Ana´logo, com a−1b ∈ H.

Chamaremos de ı´ndice de H em G o nu´mero de classes laterais mo´dulo H em G. Notac¸a˜o:
(G : H).
Proposic¸a˜o 4.31. Todas as classes laterais de H em G teˆm a mesma cardinalidade de H.
Demonstrac¸a˜o:
A maneira mais natural de definir uma func¸a˜o de H em aH e´
Φ : H −→ aH
h 7−→ ah.
Precisamos verificar se esta func¸a˜o e´ uma bijec¸a˜o.
1. (sobrejetora) Dado ah ∈ aH, sempre existe h ∈ H tal que Φ(h) = ah.
2. (injetora) Sejam h1,h2 ∈ H tais que Φ(h1) = Φ(h2). Enta˜o ah1 = ah2. Como a ∈ G,
temos a−1 ∈ G. Logo a−1(ah1) = a−1(ah2), e assim, h1 = h2.

Provaremos agora o teorema de Lagrange.
Teorema 4.32 (Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Enta˜o
|G|= |H|(G : H),
em particular, a ordem e o ı´ndice de H em G dividem a ordem de G.
Demonstrac¸a˜o:
Suponhamos (G : H) = r e seja {a1H,a2H, ...,arH} o conjunto de todas as classes laterais a`
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esquerda, mo´dulo H. A Proposic¸a˜o 2.18 garante que esse conjunto determina uma partic¸a˜o de
G. Deste modo, temos
a1H ∪a2H ∪ ...∪arH = G.
Como as classes laterais sa˜o todas disjuntas, temos
|a1H|+ |a2H|+ ...+ |arH|= |G|.
Da Proposic¸a˜o 4.31 , segue que
|H|+ |H|+ ...+ |H|︸ ︷︷ ︸
r vezes
= |G|.
Portanto |H|r = |H|(G : H) = |G|.

Seguem algumas das consequeˆncias imediatas do Teorema de Lagrange:
Corola´rio 4.33. Todo grupo finito de ordem prima e´ cı´clico.
Demonstrac¸a˜o:
Seja p> 1 um nu´mero primo. Se p e´ a ordem de um grupo G enta˜o existe a ∈ G tal que a 6= e.
Logo H =< a > e´ um subgrupo de G de ordem, no mı´nimo, igual a 2. Como |H| divide |G| e
|G| e´ um nu´mero primo, concluı´mos que |H|= p. Logo H =< a>= G e, portanto, G e´ cı´clico.

Deste corola´rio, podemos concluir que, neste caso, G so´ comporta os subgrupos trivi-
ais, pois os u´nicos valores possı´veis para |H| sa˜o 1 e p.
Corola´rio 4.34. Se G e´ um grupo tal que |G| ≤ 5 enta˜o G e´ abeliano.
Demonstrac¸a˜o:
1. Se |G|= 1 enta˜o G = {e}.
2. Se |G| = 2,3 ou 5 enta˜o |G| = p, com p primo e, pelo corola´rio anterior, G e´ cı´clico.
Portanto G e´ abeliano.
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3. Se |G|= 4, separamos em dois casos:
(a) Se existe a 6= e com a∈G tal que< a>=G, enta˜o G e´ cı´clico e, portanto, abeliano.
(b) Suponhamos que para todo a ∈ G com a 6= e se tem < a >6= G. Pelo Teorema de
Lagrange segue que | < a > | = 2. Assim, a2 = e para todo a ∈ G. Portanto G e´
abeliano.

Observac¸a˜o 4.35. Se G e´ um grupo finito e se m e´ um divisor da ordem de G, na˜o podemos
garantir que G conte´m um subgrupo de ordem m. Pore´m podemos afirmar que se p e´ um primo
divisor da ordem de G, enta˜o G conte´m um subgrupo de ordem p. Esta conclusa˜o e´ o teorema
de Cauchy (cuja demonstrac¸a˜o esta´ fora dos limites deste trabalho).
4.6 SUBGRUPOS NORMAIS E GRUPOS QUOCIENTES
Queremos determinar para quais subgrupos H de um grupo G, as classes laterais a`
esquerda (direita) formam um grupo sob a operac¸a˜o induzida por G.
Primeiro, vejamos que a operac¸a˜o induzida por G sobre o conjunto das classes laterais
a` esquerda de H em G esta´ bem definida, isto e´, que a operac¸a˜o (aH,bH) 7→ abH esta´ bem
definida, ou seja, que na˜o depende da escolha dos representantes a e b.
Sejam a,b ∈ G e h,k ∈ H. Os elementos a e ah sa˜o representantes da mesma classe
aH. Da mesma forma, b e bk sa˜o representantes da mesma classe bH. A operac¸a˜o induzida
sobre as classes laterais a` esquerda esta´ bem definida se, e somente se, (ab)H = (ahbk)H, para
todo a,b ∈ G e h,k ∈ H. Deste modo:
(ab)H = (ahbk)H ⇐⇒ (b−1a−1ab)H = (b−1a−1ahbk)H
⇐⇒ H = (b−1hbk)H
⇐⇒ H = (b−1hb)H
⇐⇒ b−1hb ∈ H
Precisamos que H satisfac¸a a seguinte propriedade: se h ∈H e x ∈G enta˜o xhx−1 ∈H.
Isto nem sempre e´ verdade, pois como veremos a seguir, esta propriedade equivale a valer que
xH = Hx para cada x ∈ G.
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Proposic¸a˜o 4.36. Seja H um subgrupo de um grupo G. As afirmac¸o˜es seguintes sa˜o equivalen-
tes:
1. a operac¸a˜o induzida sobre as classes laterais a` esquerda de H em G e´ bem definida;
2. gHg−1 ⊆ H, ∀g ∈ G;
3. gHg−1 = H, ∀g ∈ G;
4. gH = Hg, ∀g ∈ G.
Demonstrac¸a˜o:
• (1 ⇐⇒ 2) Foi feito anteriormente.
• (2=⇒ 3) Suponhamos que gHg−1⊆H, ∀g∈G. Queremos mostrar que H ⊆ gHg−1,
∀g ∈ G. Para isso, sejam h ∈ H e g ∈ G. Logo
h = g(g−1hg)g−1 ∈ g(g−1Hg)g−1 ⊆ gHg−1.
• (2⇐= 3) Definic¸a˜o de igualdade de conjuntos.
• (3 ⇐⇒ 4) Definic¸a˜o de classe lateral.

Definic¸a˜o 4.37. Um subgrupo H e´ um subgrupo normal de G, e denotamos por H C G, se
ele satisfaz as afirmac¸o˜es equivalentes da Proposic¸a˜o 4.36. Nesse caso, as classes laterais a`
esquerda de H sa˜o iguais a`s classes laterais a` direita de H.
Exemplo 4.38. Se G e´ um grupo abeliano, enta˜o todo subgrupo de G e´ normal.
Proposic¸a˜o 4.39. Todo subgrupo de ı´ndice dois de um grupo e´ subgrupo normal.
Demonstrac¸a˜o:
Queremos mostrar que aH = Ha para todo a ∈ G. Se a ∈ H, enta˜o aH = H = Ha. Se a /∈ H,
enta˜o aH 6= H e Ha 6= H. Como (G : H) = 2 existem duas classes laterais a` esquerda: aH e
H. As classes de equivaleˆncia decompo˜em o espac¸o em uma unia˜o disjunta de classes. Enta˜o
aH = G\H e Ha = G\H. Portanto aH = G\H = Ha.

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Definic¸a˜o 4.40. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. O grupo de suas classes
laterais com a operac¸a˜o induzida de G e´ o grupo quociente de G por H. Denotaremos por
G/H.
Exemplo 4.41. Considere o grupo G = Z6 e H = {0,3} um subgrupo de G. Enta˜o
G/H = {H,1+H,2+H}
e´ um grupo com a operac¸a˜o induzida de G sobre as classes laterais.
4.7 HOMOMORFISMO DE GRUPOS
Para qualquer classe de objetos alge´bricos e´ essencial o estudo das func¸o˜es que preser-
vam a estrutura alge´brica.
Definic¸a˜o 4.42. Sejam (G, ·) e (G′,×) dois grupos. Uma func¸a˜o Ψ : G−→ G′ e´ um homomor-
fismo de grupos se ela e´ compatı´vel com as estruturas dos grupos, ou seja,
Ψ(x · y) =Ψ(x)×Ψ(y),
para todo x,y ∈ G. Se o homomorfismo Ψ : G −→ G′ for injetivo, dizemos que Ψ e´ um mo-
nomorfismo, se for sobrejetivo dizemos que e´ um epimorfismo, se for bijetivo dizemos que ψ e´
um isomorfismo e, neste caso dizemos que G e´ isomorfo a G′, e denotamos por G ∼= G′. Um
isomorfismo Ψ : G−→ G diz-se um automorfismo de G.
Exemplo 4.43. e : G −→ G′, dada por e(g) = eG′ , para todo g ∈ G, e´ um homomorfismo cha-
mado homomorfismo trivial.
Exemplo 4.44. f : R∗+ −→ R dada por f (x) = logx e´ um homomorfismo de (R∗+, ·) em (R,+),
uma vez que
f (ab) = log(ab) = log(a)+ log(b) = f (a)+ f (b),∀a,b ∈ R∗+.
Exemplo 4.45. Seja g∈G fixo. Enta˜o Ig : G−→G dada por Ig(x) = gxg−1 e´ um homomorfismo
bijetivo.
Proposic¸a˜o 4.46. Seja f : (G, ·)−→ (G′,×) um homomorfismo de grupos. Enta˜o:
1. f (eG) = eG′;
2. f (x−1) = ( f (x))−1.
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Demonstrac¸a˜o:
1. f (eG)× eG′ = f (eG) = f (eGeG) = f (eG)× f (eG) ;
2. eG′ = f (eG) = f (xx−1) = f (x)× f (x−1).

Definic¸a˜o 4.47. Seja f : G −→ G′ um homomorfismo de grupos. Denominamos de conjunto
imagem de Ψ, e representamos por ImΨ, o conjunto
ImΨ=Ψ(G) = {Ψ(g)|g ∈ G}.
Definic¸a˜o 4.48. Seja f : G−→ G′ um homomorfismo de grupos em que e′ e´ o elemento neutro
de G. Denominamos de nu´cleo de Ψ, e representamos por ker(Ψ), o conjunto
ker(Ψ) = {g ∈ G|Ψ(g) = e′}.
Proposic¸a˜o 4.49. Sejam G e G′ grupos com elementos neutros e e e′, respectivamente e
Ψ : G−→ G′ um homomorfismo. Enta˜o:
(1) ImΨ e´ um subgrupo de G′ ;
(2) ker(Ψ) e´ um subgrupo normal de G;
(3) Ψ e´ injetiva se, e somente se, ker(Ψ) = {e};
(4) G/Ker(Ψ)∼= ImΨ.
Demonstrac¸a˜o:
1. Sejam x,y ∈ ImΨ, ou seja, existem g1,g2 ∈ G tais que x =Ψ(g1) e y =Ψ(g2). Devemos
mostrar que xy−1 ∈ ImΨ. Enta˜o:
xy−1 =Ψ(g1)(Ψ(g2))−1 =Ψ(g1(g2)−1).
Como (g1(g2)−1) ∈ G, temos que xy−1 ∈ ImΨ. Portanto ImΨ e´ um subgrupo de G′.
2. Primeiro verificaremos que ker(Ψ) e´ um subgrupo de G. Considere a,b ∈ ker(Ψ), ou
seja, Ψ(a) = e′ e Ψ(b) = e′. Devemos mostrar que ab−1 ∈ Ker(Ψ). Temos:
Ψ(ab−1) =Ψ(a)(Ψ(b))−1 = (e′)(e′)−1 = e′.
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Portanto ab−1 ∈ ker(Ψ).
Finalmente, vamos mostrar que ker(Ψ) e´ normal. Considere g ∈G e n ∈ ker(Ψ), ou seja,
Ψ(n) = e′. Devemos mostrar que g−1ng ∈ ker(Ψ). Temos:
Ψ(g−1ng) =Ψ(g−1)Ψ(n)Ψ(g) = (Ψ(g))−1e′Ψ(g) = (Ψ(g))−1Ψ(g) = e′.
Portanto KerΨ e´ um subgrupo normal de G.
3. A definic¸a˜o de injetividade nos diz que Ψ(a) = Ψ(b) implica que a = b, para todo
a,b ∈ D(Ψ). Temos que mostrar a dupla implicac¸a˜o.
(⇒) Suponha que Ψ e´ injetiva. Vamos mostrar que ker(Ψ) = {e}. Como Ψ e´ homo-
morfismo, temos Ψ(e) = e′. Deste modo, ker(Ψ)⊃ {e}. Para mostrar que ker(Ψ)⊂ {e}
considere n∈ ker(Ψ), ou seja,Ψ(n) = e′=Ψ(e). Pela hipo´tese de queΨ e´ injetiva, temos
n = e.
(⇐) Suponha que ker(Ψ) = {e}. Devemos mostrar que Ψ e´ injetiva. Para isso, considere
a,b ∈ G tais que Ψ(a) =Ψ(b). Deste modo, Ψ(a)(Ψ(b))−1 = e′, ou seja, Ψ(ab−1) = e′.
Logo, ab−1 = e′, e assim, a = b.
4. Devemos encontrar uma func¸a˜o de G/ker(Ψ) em Im(Ψ) que cumpra as condic¸o˜es de
isomorfismo. A maneira mais natural de definir esta func¸a˜o e´
Ψ : G/ker(Ψ)−→ Im(Ψ)
akerΨ 7→Ψ(a)
Primeiramente, devemos verificar se Ψ esta´ bem definida. Para facilitar a escrita fa-
zemos ker(Ψ) = N. Considere duas classes aN,bN ∈ G/N tais que aN = bN. Enta˜o
(a−1b)N = N e isso implica que a−1b ∈ N. Logo Ψ(a−1b) = e′, ou seja,
(Ψ(a))−1Ψ(b) = e′. Portanto Ψ(a) =Ψ(b).
Em seguida, devemos mostrar queΨ e´ um homomorfismo, ou seja, para aN,bN ∈G/ker(Ψ)
vale que Ψ(aNbN) =Ψ(aN)Ψ(bN). Enta˜o:
Ψ(aNbN) =Ψ((ab)N) =Ψ(ab) =Ψ(a)Ψ(b) =Ψ(aN)Ψ(bN).
Finalmente, devemos mostrar que Ψ e´ uma bijec¸a˜o. De fato, Ψ e´ sobrejetora, pois
Im(Ψ) = Im(Ψ). Para mostrar que Ψ e´ injetora, considere Ψ(aN) = e′. Logo a ∈ N,
e assim aN = N. Portanto kerΨ= {N}. Segue que Ψ e´ injetora.

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4.8 TEOREMA DE CAYLEY
A importaˆncia dos grupos de permutac¸o˜es esta´ no seguinte resultado, devido ao ma-
tema´tico ingleˆs A. Cayley:
Teorema 4.50. Todo grupo G e´ isomorfo a um subgrupo de A(S) para algum S apropriado, em
que A(S) e´ conjunto de todas as bijec¸o˜es S→ S.
Demonstrac¸a˜o:
Primeiro devemos definir uma func¸a˜o bijetora que vai representar o elemento de A(S) para a
demonstrac¸a˜o do Teorema de Cayley. Para isso, seja G um grupo e seja S o conjunto subjacente
a G, isto e´, S e´ o conjunto G sem a estrutura de grupo. Se g ∈ G, vamos definir δg : S−→ S por
δg(x) = gx. Esta func¸a˜o e´ uma bijec¸a˜o.
1. Se δg(x) = δg(y) temos gx= gy, o que implica x= y, pois g pertence a um grupo, e assim,
obedece a lei do cancelamento. Mostramos que δg e´ injetora.
2. Dado y ∈ S devemos encontrar x ∈ S tal que δg(x) = y, ou seja, gx = y. Em um grupo,
esta equac¸a˜o tem soluc¸a˜o x = g−1y. Mostramos que δg e´ sobrejetora.
Agora temos que definir uma func¸a˜o de G em A(S) de modo que seja um isomorfismo
de grupos. De acordo com a definic¸a˜o de δg, a maneira mais natural de definir esta func¸a˜o e´
F : G−→ A(S)
g 7→ δg
1. (F e´ homomorfismo) Devemos mostrar que F(g1g2) = F(g1)◦F(g2). Observe que, para
todo elemento x ∈ S, temos
δg1g2(x) = (g1g2)(x) = g1(g2x) = δg1(g2x) = δg1(δg2(x)) = (δg1 ◦δg2)(x).
A igualdade δg1.g2 = δg1 ◦δg2 nos permite calcular
F(g1g2) = δg1g2 = δg1 ◦δg2 = F(g1)◦F(g2).
2. (F e´ injetora) Vamos mostrar que ker(F)= {e}. Seja g∈ ker(F), ou seja, F(g)= δg = idS.
Isso implica que x = δg(x) = g.x para todo x ∈G. Em particular, para x = e, temos g = e.
Assim F e´ um isomorfismo de G em um subgrupo de A(S).
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Um grupo finito G pode ser visto como um subgrupo de Sn, onde n = |G|.
Exemplo 4.51. Considere o grupo G = Z4. Pelo teorema de Cayley, sabemos que Z4 e´ iso-
morfo a um subgrupo de S4. Por meio da func¸a˜o δ(a)(x) = a+ x, encontramos os elementos
correspondentes em S4:
δ(0)(x) = 0+ x = x. Deste modo, temos a permutac¸a˜o
(
1 2 3 4
1 2 3 4
)
∈ S4.
δ(1)(x) = 1+ x. Deste modo, temos a permutac¸a˜o
(
1 2 3 4
2 3 4 1
)
∈ S4.
δ(2)(x) = 2+ x. Deste modo, temos a permutac¸a˜o
(
1 2 3 4
3 4 1 2
)
∈ S4.
δ(3)(x) = 3+ x. Deste modo, temos a permutac¸a˜o
(
1 2 3 4
4 1 2 3
)
∈ S4.
4.9 AC¸A˜O
No teorema de Cayley um grupo age sobre si mesmo, no sentido de que cada
g ∈ G produz uma permutac¸a˜o de G. Podemos generalizar a noc¸a˜o de um grupo agindo em
um conjunto arbitra´rio.
Definic¸a˜o 4.52. Seja G um grupo e X um conjunto na˜o-vazio. Dizemos que G age em X se para
cada g ∈ G existe uma func¸a˜o
f : G×X −→ X
(g,x) 7→ g · x
satisfazendo as seguintes condic¸o˜es:
1. Para todo x ∈ X, temos e · x = x, em que e e´ o elemento neutro de G;
2. Para todo g,h ∈ G e x ∈ X temos g · (h · x) = (gh) · x.
Exemplo 4.53. O grupo Z age sobre R por translac¸a˜o:
Z×R−→ R
(n,x) 7→ n · x = n+ x
Note que:
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1. 0 · x = 0+ x = x;
2. (n+m) · x = (n+m)+ x = n+(m+ x) = n+(m · x) = n · (m · x).
Exemplo 4.54. O grupo Z age sobre R por
Z×R−→ R
(n,x) 7→ n · x = (−1)nx
Note que:
1. 0 · x = (−1)0x = x;
2. (n+m) · x = (−1)(n+m)x = (−1)n[(−1)mx] = (−1)n(m · x) = n · (m · x).
Exemplo 4.55. (Ac¸a˜o regular) Todo grupo age sobre si mesmo por meio da operac¸a˜o usual do
grupo.
G×G−→ G
(g,x) 7→ g · x = gx
A associatividade da operac¸a˜o de G e a propriedade do elemento neutro garantem a ac¸a˜o de G
sobre X.
Exemplo 4.56. (Ac¸a˜o trivial) Definimos como ac¸a˜o trivial a func¸a˜o que segue:
G×X −→ X
(g,x) 7→ g · x = x
Exemplo 4.57. Existe uma ac¸a˜o natural do grupo sime´trico Sn no conjunto X = {1,2,3, ...,n}:
Sn×X −→ X
(σ ,x) 7→ σ · x = σ(x)
Exemplo 4.58. Seja H um subgrupo de um grupo G. Uma ac¸a˜o de um subgrupo H no conjunto
G e´ dada por
H×G−→ G
(h,x) 7→ h · x = hx
Esta ac¸a˜o e´ chamada translac¸a˜o a esquerda em G.
Exemplo 4.59. Seja H um subgrupo de um grupo G. Uma ac¸a˜o de H em G e´ dada por
H×G−→ G
(h,x) 7→ h · x = hxh−1
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Esta ac¸a˜o de H em G e´ chamada conjugac¸a˜o por H e o elemento hxh−1 e´ dito conjugado de x
por h.
Se um grupo G age sobre um conjunto X , enta˜o esta ac¸a˜o induz um homomorfismo
Ψ : G−→ A(X) em que A(X) e´ o grupo de todas as permutac¸o˜es de X . (para demonstrac¸a˜o, ver
(HUNGERFORD, 1974)). E dado um homomorfismoΨ : G−→A(X), a func¸a˜o f : G×X −→X
dada por f (g,x) =Ψ(g)(x) e´ uma ac¸a˜o.
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5 O´RBITAS E ESTABILIZADORES
Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X . Para cada x∈ X , sua o´rbita e´ o conjunto
OG(x) = {g · x|g ∈ G} ⊂ X ,
e seu estabilizador e´ o conjunto
Gx = StabG(x) = {g ∈ G|g · x = x} ⊂ G.
Observac¸a˜o 5.1. De acordo com (CONRAD, 2011), a o´rbita de um ponto e´ um conceito
”geome´trico”, pois e´ o conjunto de lugares onde o ponto pode ser movido pela ac¸a˜o do grupo.
Observac¸a˜o 5.2. Ainda de acordo com (CONRAD, 2011), o estabilizador de um ponto e´ um
conceito alge´brico, isto e´, o conjunto de elementos do grupo que fixam o ponto.
Proposic¸a˜o 5.3. Seja um grupo G agindo em um conjunto X. O estabilizador de x ∈ X e´ um
subgrupo de G.
Demonstrac¸a˜o:
Gx 6= ∅ ja´ que e ∈ Gx, pois e · x = x. Sejam g,h ∈ Gx, ou seja, g · x = h · x = x e
(gh) ·x = g · (h ·x) = g ·x = x. Se g ∈Gx enta˜o g−1 ·x = g−1 · (g ·x) = (g−1g) ·x = e ·x = x. Isso
implica que g−1 ∈ Gx.

As o´rbitas OG(x) sa˜o subconjuntos de X . O fato significativo sobre estes subconjuntos
e´ que eles formam uma partic¸a˜o de X , como mostraremos na Proposica˜o 5.4.
Proposic¸a˜o 5.4. Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Enta˜o a relac¸a˜o sobre X
definida por
x∼ y se, e somente se, x = g · y, para algum g ∈ G
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e´ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia. Ale´m disso, a classe de equivaleˆncia de qualquer x ∈ X e´ a
o´rbita OG(x).
Demonstrac¸a˜o:
1. (reflexiva) Se x ∈ X enta˜o x∼ x, pois x = e · x.
2. (sime´trica) Seja x∼ y, ou seja, x = g · y para algum g ∈ G. Deste modo:
g−1 · x = g−1 · (g · y) = (g−1g) · y = e · y = y.
Logo y∼ x.
3. (transitiva) Sejam x∼ y e y∼ z. Deste modo, existem g,g′ ∈G tais que x= g ·y e y= g′ ·z.
Enta˜o
x = g · (g′ · z) = (gg′) · z.
Logo, x∼ z.
Para qualquer x ∈ X , a classe de equivaleˆncia de x e´ o conjunto
x = Ox = {y ∈ X |y∼ x}= {y ∈ X |y = g · x}.

Exemplo 5.5. Quando G age sobre si mesmo por multiplicac¸a˜o a` esquerda:
1. OG(e) = {g · e|g ∈ G}= {ge|g ∈ G}= {g|g ∈ G}= G.
2. Gx = {g ∈ G|g · x = x}= {g ∈ G|gx = x}= {e}.
Exemplo 5.6. Quando G age sobre si mesmo por conjugac¸a˜o:
1. OG(x) = {gxg−1|g ∈ G} e´ chamada classe conjugada de x.
2. Gx = {g ∈ G|gxg−1 = x}= {g ∈ G|gx = xg} e´ chamado centralizador de x.
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5.1 TEOREMA DA O´RBITA-ESTABILIZADOR
Este importante teorema da a´lgebra nos permitira´ calcular as simetrias de polı´gonos
regulares e de so´lidos regulares. Apesar de sua demonstrac¸a˜o ser muito simples, toda a teoria
desenvolvida neste trabalho foi para este propo´sito.
Teorema 5.7. Seja G um grupo que age em um conjunto X. Enta˜o, para qualquer x ∈ X, temos
]OG(x) = (G : Gx).
Ale´m disso, se G e´ finito, enta˜o
]OG(x) =
|G|
|Gx| .
Demonstrac¸a˜o:
Seja H = Gx e definamos Ψ : {gH|g ∈ G} −→ OG(x) por Ψ(gH) = g · x. Mostremos que Ψ e´
uma bijec¸a˜o:
1. (Ψ esta´ bem definida): Suponhamos que g1H = g2H. Assim, g2−1g1 ∈ H, ou seja,
(g2−1g1) · x = x . Portanto:
g1 · x = (g2g2−1g1) · x = g2 · (g2−1g1) · x = g2 · x
2. (Ψ e´ injetora): Suponhamos que Ψ(g1H) =Ψ(g2H), ou seja, g1 · x = g2 · x. Logo:
(g2−1g1) · x = g2−1 · (g1 · x) = g2−1 · (g2 · x) = (g2−1g2) · x = e · x = x.
Portanto, mostramos que g2−1g1 ∈ H, o que implica que g1H = g2H.
3. (Ψ e´ sobrejetora): Trivial.
No caso de G ser finito, temos pelo teorema de Lagrange que
|G|= |Gx|(G : Gx).
Portanto,
]OG(x) =
|G|
|Gx| .

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6 A CONTAGEM DAS SIMETRIAS ROTACIONAIS DOS POLIEDROS
REGULARES
Antes de considerar os casos especı´ficos, observemos em geral que os ve´rtices, arestas
(no caso dos polı´gonos convexos) e faces (no caso dos poliedros convexos) sa˜o determinados
por sistemas de igualdades e desigualdades lineares. Assim, estes subconjuntos nota´veis dos
polı´gonos/poliedros sa˜o preservados por transformac¸o˜es lineares invertı´veis, em particular, as
isometrias.
6.1 O GRUPO DAS SIMETRIAS DE UM TRIAˆNGULO EQUILA´TERO
Seja um triaˆngulo equila´tero de ve´rtices representados por 1,2,3 de baricentro O e
medianas E1, E2 e E3.
Figura 13: Triaˆngulo equila´tero
As transformac¸o˜es que preservam o triaˆngulo sa˜o:
1. id: rotac¸a˜o plana no sentido hora´rio centrada em O de 0◦;
2. R120◦: rotac¸a˜o plana no sentido hora´rio centrada em O de 120◦;
3. R240◦: rotac¸a˜o plana no sentido hora´rio centrada em O de 240◦;
4. R1: reflexa˜o (rotac¸a˜o espacial de 180◦) em torno de E1;
5. R2: reflexa˜o (rotac¸a˜o espacial de 180◦) em torno de E2;
6. R3: reflexa˜o (rotac¸a˜o espacial de 180◦) em torno de E3.
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Figura 14: Simetrias do triaˆngulo equila´tero
E´ fa´cil fazer a verificac¸a˜o que S4 = {id,R120◦ ,R240◦,R1,R2,R3} munido da operac¸a˜o
de composic¸a˜o de func¸o˜es e´ um grupo. Podemos associar S4 a um subgrupo das permutac¸o˜es
dos ve´rtices da seguinte maneira:
id =
(
1 2 3
1 2 3
)
; R120◦ =
(
1 2 3
3 1 2
)
; R240◦ =
(
1 2 3
2 3 1
)
R1 =
(
1 2 3
1 3 2
)
; R2 =
(
1 2 3
3 2 1
)
; R3 =
(
1 2 3
2 1 3
)
Vamos fazer a verificac¸a˜o do teorema da o´rbita-estabilizador no grupo das simetrias
do triaˆngulo equila´tero. Considere X = {1,2,3} e S4 agindo sobre X como no exemplo 4.57.
Note que, de acordo com a observac¸a˜o 5.1, o conjunto de lugares para onde o ve´rtice 1 pode ser
movido sa˜o os ve´rtices 1,2 e 3. Logo
OS4(1) = {g ·1|g ∈ S4}= {1,2,3}.
Da mesma maneira, de acordo com a observac¸a˜o 5.2, os elementos do grupo que fixam o ve´rtice
1 sa˜o id e R1. Logo
StabS4(1) = {g ∈ G|g ·1 = 1}= {id,R1}.
De acordo com o teorema da o´rbita-estabilizador, a quantidade de elementos do grupo S4 e´
|S4|= ]OS4(1) · |StabS4(1)|= 3 ·2 = 6,
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que sa˜o as simetrias mostradas na figura 14.
Observac¸a˜o 6.1. Note que a mesma verificac¸a˜o anterior poderia ter sido feita com outro ele-
mento x ∈ X = {1,2,3}, ou seja, usando outro ve´rtice como base para os conjuntos OS4(x) e
StabS4(x).
6.2 O GRUPO DAS SIMETRIAS DE UM QUADRADO
Seja um quadrado de ve´rtices representados por 1,2,3,4 de centro O, diagonais DI e
DP e mediatrizes MV e MH .
Figura 15: Quadrado
As transformac¸o˜es que preservam o quadrado sa˜o:
1. id: rotac¸a˜o plana no sentido hora´rio centrada em O de 0◦;
2. R90◦ : rotac¸a˜o plana no sentido hora´rio centrada em O de 90◦;
3. R180◦: rotac¸a˜o plana no sentido hora´rio centrada em O de 180◦;
4. R270◦: rotac¸a˜o plana no sentido hora´rio centrada em O de 270◦;
5. RMv: reflexa˜o (rotac¸a˜o espacial de 180
◦) em torno de MV ;
6. RMh: reflexa˜o (rotac¸a˜o espacial de 180
◦) em torno de MH ;
7. RDI : reflexa˜o (rotac¸a˜o espacial de 180
◦) em torno de DI;
8. RDP: reflexa˜o (rotac¸a˜o espacial de 180
◦) em torno de DP.
58
Figura 16: Simetrias do quadrado
Para fazer a verificac¸a˜o que S = {id,R90◦ ,R180◦,R270◦,RMV ,RMH ,RDI ,RDP} munido
da operac¸a˜o de composic¸a˜o de func¸o˜es e´ um grupo, associamos S a um subgrupo das permutac¸o˜es
dos ve´rtices da seguinte maneira:
id =
(
1 2 3 4
1 2 3 4
)
; RMV =
(
1 2 3 4
2 1 4 3
)
R90◦ =
(
1 2 3 4
4 1 2 3
)
; RMH =
(
1 2 3 4
4 3 2 1
)
R180◦ =
(
1 2 3 4
3 4 1 2
)
; RDI =
(
1 2 3 4
1 4 3 2
)
R270◦ =
(
1 2 3 4
2 3 4 1
)
; RDP =
(
1 2 3 4
3 2 1 4
)
Vamos fazer a verificac¸a˜o do teorema da o´rbita-estabilizador no grupo das simetrias
do quadrado, da mesma maneira que fizemos com as simetrias do triaˆngulo equila´tero. Con-
sidere X = {1,2,3,4} e S agindo sobre X como no exemplo 4.57. Note que, de acordo com
a observac¸a˜o 5.1, o conjunto de lugares para onde o ve´rtice 1 pode ser movido sa˜o os ve´rtices
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1,2,3 e 4. Logo
OS(1) = {g ·1|g ∈ S}= {1,2,3,4}.
Da mesma maneira, de acordo com a observac¸a˜o 5.2, os elementos do grupo que fixam o ve´rtice
1 sa˜o id e RDI . Logo
StabS(1) = {g ∈ G|g ·1 = 1}= {id,RDI}.
De acordo com o teorema da o´rbita-estabilizador, a quantidade de elementos do grupo S e´
|S|= ]OS(1) · |StabS(1)|= 4 ·2 = 8,
que sa˜o as simetrias mostradas na figura 16.
Observac¸a˜o 6.2. Como na observac¸a˜o 6.1, a mesma verificac¸a˜o anterior poderia ter sido feita
com outro elemento x ∈ X = {1,2,3,4}, ou seja, usando outro ve´rtice como base para os con-
juntos OS(x) e StabS(x).
6.3 OS GRUPOS DAS SIMETRIAS DOS POLIEDROS REGULARES
No caso dos polı´gonos regulares, a aplicac¸a˜o do teorema da o´rbita-estabilizador apa-
renta na˜o ser necessa´ria, pois, de maneira geral, a quantidade de elementos do grupo das sime-
trias de um polı´gono regular de n ve´rtices e´ sempre 2n; este grupo e´ chamado grupo diedral.
De fato, sempre teremos n simetrias de rotac¸o˜es planas e n simetrias de reflexo˜es (rotac¸o˜es
espaciais em torno de um eixo).
Observac¸a˜o 6.3. O subconjunto das simetrias rotacionais planas do grupo diedral e´ sempre
um subgrupo, pois a composic¸a˜o de rotac¸o˜es sera´ sempre uma rotac¸a˜o.
Agora veremos como o teorema da o´rbita-estabilizador e´ u´til na contagem de simetrias
rotacionais dos cinco poliedros regulares (figura 8).
6.3.1 TETRAEDRO REGULAR
Seja GT o grupo das simetrias rotacionais do tetraedro regular e X = {1,2,3,4} o
conjunto dos ve´rtices deste tetraedro. Cada rotac¸a˜o induz uma permutac¸a˜o sobre X , ou seja, GT
pode ser visto como um subgrupo de S4.
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Figura 17: Tetraedro regular de ve´rtices 1,2,3 e 4
Fonte: (MULHOLLAND, 2011)
Note que:
1. os lugares para onde o ve´rtice 1 pode ser movido sa˜o os ve´rtices 1,2,3 e 4. Logo
]OGT (1) = 4.
2. as rotac¸o˜es de GT que fixam o ve´rtice 1 sa˜o treˆs: a identidade (tetraedro regular em sua
posic¸a˜o original) e as rotac¸o˜es no sentido hora´rio e anti-hora´rio do tetraedro regular em
torno do eixo de simetria que passa por 1. Logo |StabGT (1)|= 3.
Figura 18: Rotac¸o˜es do tetraedro regular que preservam o ve´rtice 1
Fonte: (MULHOLLAND, 2011)
Portanto, pelo teorema da o´rbita-estabilizador, temos
|GT |= ]OGT (1) · |StabGT (1)|= 4 ·3 = 12.
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Figura 19: As 12 simetrias rotacionais do tetraedro regular
Fonte: (MULHOLLAND, 2011)
6.3.2 HEXAEDRO REGULAR
Seja GH o grupo das simetrias rotacionais do hexaedro regular e X = {1,2,3,4,5,6,7,8}
o conjunto dos ve´rtices deste hexaedro. Da mesma maneira que o tetraedro regular, cada rotac¸a˜o
do hexaedro regular induz uma permutac¸a˜o sobre X . Deste modo, GH pode ser visto como um
subgrupo de S8.
Note que:
1. os lugares para onde o ve´rtice 1 pode ser movido sa˜o os ve´rtices 1,2,3,4,5,6,7 e 8. Logo
]OGH (1) = 8.
2. as rotac¸o˜es de GH que fixam o ve´rtice 1 sa˜o treˆs: a identidade (hexaedro regular em sua
posic¸a˜o original) e as rotac¸o˜es no sentido hora´rio e anti-hora´rio do hexaedro regular em
torno do eixo de simetria (diagonal) que passa por 1 e 7. Logo |StabGH (1)|= 3.
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Figura 20: Hexaedro regular de ve´rtices 1,2,3,4,5,6,7,8
Fonte: (MULHOLLAND, 2011)
Portanto, pelo teorema da o´rbita-estabilizador, temos
|GH |= ]OGH (1) · |StabGH (1)|= 8 ·3 = 24.
6.3.3 DODECAEDRO REGULAR
Seja GD o grupo das simetrias rotacionais do dodecaedro regular e
X = {x ∈ N|1≤ x≤ 20}
o conjunto dos ve´rtices deste dodecaedro. Como foi feito com o tetraedro regular e o hexaedro
regular, cada rotac¸a˜o do dodecaedro regular induz uma permutac¸a˜o sobre X . Deste modo, GD
pode ser visto como um subgrupo de S20.
Figura 21: Dodecaedro regular de ve´rtices 1 ao 20
Fonte: (MULHOLLAND, 2011)
Note que:
1. o conjunto de lugares para onde o ve´rtice 1 pode ser movido sa˜o os ve´rtices
{x ∈ N|1≤ x≤ 20}.
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Logo ]OGD(1) = 20.
2. as rotac¸o˜es de GD que fixam o ve´rtice 1 sa˜o treˆs: a identidade (dodecaedro regular em sua
posic¸a˜o original) e as rotac¸o˜es no sentido hora´rio e anti-hora´rio do dodecaedro regular
em torno do eixo de simetria (diagonal) que passa por 1 e 18. Logo |StabGD(1)|= 3.
Portanto, pelo teorema da o´rbita-estabilizador, temos
|GD|= ]OGD(1) · |StabGD(1)|= 20 ·3 = 60.
6.3.4 OCTAEDRO REGULAR E ICOSAEDRO REGULAR
Seja GO e GI os grupos das simetrias rotacionais do octaedro regular e do icosaedro
regular, respectivamente. Para calcular a quantidade de elementos destes grupos, podemos usar
a mesma estrate´gia que usamos anteriormente, pore´m na˜o o faremos. O motivo e´ simples: no´s
ja´ contamos as simetrias rotacionais de seus duais. E´ fa´cil observar (fig 10 e fig 11) que os
eixos de simetria responsa´veis pelas rotac¸o˜es do octaedro regular e do icosaedro regular sa˜o os
mesmos eixos de simetria de seus duais: os eixos que passam pelos ve´rtices de um so´lido sa˜o
os eixos que passam pelos centros geome´tricos das faces de seu so´lido dual, e vice-versa.
Deste modo, e´ elementar concluir que
|GO|= |GH |= 24,
e que
|GI|= |GD|= 60.
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7 APLICAC¸A˜O PRA´TICA
7.1 DESCRIC¸A˜O DA ATIVIDADE
Com o intuito de saber se os adolescentes, estudantes do ensino fundamental e me´dio,
conseguem enxergar as simetrias do quadrado e enxergar e operar as simetrias do triaˆngulo
equila´tero, foi aplicada uma atividade sobre o assunto em dois cole´gios particulares de Curitiba,
capital do estado do Parana´. Durante o perı´odo de uma aula de cinquenta minutos, os alunos
de treˆs turmas diferentes do 9º ano do ensino fundamental e uma turma de 1º ano do ensino
me´dio realizaram uma aplicac¸a˜o pra´tica de composic¸a˜o de func¸o˜es dos elementos do grupo
das simetrias do quadrado e do triaˆngulo equila´tero. Primeiramente foi dado aos alunos dois
quadrados de papel, um branco e um hachurado e dois triaˆngulos equila´teros de papel, tambe´m
um branco e outro hachurado. Tambe´m foi entregue um roteiro da atividade composto por
to´picos, citados e comentados a seguir:
1. Voceˆ esta´ recebendo dois triaˆngulos equila´teros, um branco e outro hachurado, e dois
quadrados, um branco e outro hachurado.
Comenta´rio: Foi entregue aos alunos os triaˆngulos equila´teros de papel e os quadrados de
papel.
Figura 22: Triaˆngulos equila´teros e quadrados hachurados
2. Nomeie os ve´rtices do triaˆngulo hachurado de A a C e os ve´rtices quadrado hachurado de
A a D, seguindo o sentido hora´rio. Proceda da mesma maneira com o triaˆngulo branco e
o quadrado branco. Separe os quadrados, pois comec¸aremos a atividade pelos triaˆngulos.
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Comenta´rio: Alguns comec¸aram colocando a letra A em ve´rtices diferentes dos polı´gonos
da figura 23, pore´m na˜o houve problema, pois a posic¸a˜o dos ve´rtices foi padronizada em
seguida.
Figura 23: Triaˆngulo de ve´rtices A, B e C e quadrado de ve´rtices A, B, C e D
3. Deixe o triaˆngulo hachurado em cima da mesa, de modo que o ve´rtice A esteja ao
norte. Esta posic¸a˜o do triaˆngulo hachurado sera´ fixa, ate´ o fim da atividade. Segure
o triaˆngulo branco na mesma posic¸a˜o, sobre o triaˆngulo hachurado. Para relacionar as
posic¸o˜es dos triaˆngulos, vamos usar a notac¸a˜o (H,B) para indicar a correspondeˆncia en-
tre os ve´rtices do triaˆngulo hachurado e do triaˆngulo branco. Nesta posic¸a˜o inicial, temos
R0 = {(A,A);(B,B);(C,C)}.
Comenta´rio: A notac¸a˜o em forma de par ordenado na˜o foi um desafio para os alunos,
pois ja´ tinham familiaridade com esta representac¸a˜o. Terminado este item, muitos alunos
questionaram o porqueˆ do sı´mbolo R0.
4. Tente responder as perguntas abaixo:
(a) Voceˆ consegue rotacionar o triaˆngulo branco, no sentido hora´rio, para achar outras
correspondeˆncias? Note que, para isto ser possı´vel, os triaˆngulos devem estar na
mesma posic¸a˜o. Anote abaixo quais correspondeˆncias voceˆ achou?
R120 = {(,);(,);(,)}
R240 = {(,);(,);(,)}
R360 = {(,);(,);(,)}
(b) Qual e´ a relac¸a˜o entre R0 e R360?
Comenta´rio: Enquanto os alunos foram rotacionavam o triaˆngulo equila´tero e compara-
vam os ve´rtices, foi sendo esclarecida a du´vida sobre a notac¸a˜o do nome do conjunto.
Perceberam que se tratava da medida do aˆngulo de rotac¸a˜o, em graus. Alguns alunos,
ainda sem entender este significado, foram ajudados com a resposta da seguinte pergunta:
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quanto resulta 180◦ dividido em 3 partes? Quanto a resposta da pergunta sobre a relac¸a˜o
entre R0 e R360, na˜o apresentaram qualquer dificuldade.
Figura 24: Rotac¸a˜o do triaˆngulo em 120◦, 240◦ e 360◦
5. Agora separe os triaˆngulos e vamos fazer o mesmo procedimento anterior com os qua-
drados. Deixe o quadrado hachurado em cima da mesa, de modo que o ve´rtice A esteja
a nordeste e segure o quadrado branco na mesma posic¸a˜o sobre o quadrado hachurado.
Nesta posic¸a˜o, a correspondeˆncia e´ R0 = {(A,A);(B,B);(C,C);(D,D)}.
(a) Rotacione o quadrado no sentido hora´rio e escreva quais as novas correspondeˆncias
que voceˆ encontrou. Deˆ nome aos conjuntos.
= {(,);(,);(,);(,)}
= {(,);(,);(,);(,)}
= {(,);(,);(,);(,)}
= {(,);(,);(,);(,)}
Comenta´rio: Depois de efetuar as rotac¸o˜es com o triaˆngulo equila´tero, os alunos na˜o
tiveram qualquer dificuldade para encontrar as correspondeˆncias dos ve´rtices da rotac¸a˜o
do quadrado. Deram os nomes corretos aos conjuntos, superando a du´vida do sı´mbolo
que se refere ao aˆngulo de rotac¸a˜o, em graus, que da´ nome aos conjuntos.
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Figura 25: Rotac¸a˜o do quadrado em 90◦, 180◦, 270◦ e 360◦
6. Agora, analise as figuras a seguir:
Figura 26: Imagem do Mickey e do castelo Taj Mahal
A primeira figura e´ do personagem Mickey Mouse, dos estu´dios Walt Disney e a segunda
figura e´ o castelo Taj Mahal, uma das sete novas maravilhas do mundo moderno.
(a) Voceˆ consegue enxergar um eixo de simetria na primeira figura? Se sim, desenhe
este eixo com o auxı´lio de uma re´gua.
(b) E na segunda figura, quantos eixos de simetria voceˆ enxerga?
Comenta´rio: Localizaram sem dificuldade os eixos de simetria: um eixo vertical na ima-
gem do Mickey e dois eixos na imagem do Taj Mahal: um vertical e outro horizontal.
Grande parte do alunos comentou que estas imagens na˜o eram sime´tricas em relac¸a˜o ao
eixos encontrados, pois, na primeira imagem, ha´ uma mancha na ponta da lı´ngua do Mic-
key que na˜o existe do outro lado do eixo de simetria e, na segunda imagem, as a´rvores do
lado esquerdo do eixo vertical sa˜o maiores que no lado direito.
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Figura 27: Eixos de simetria
7. Tenha em ma˜os o triaˆngulo e o quadrado hachurados e responda: quantos eixos de si-
metria tem cada um? Desenhe cada um dos eixos nestes polı´gonos hachurados, com o
auxı´lio de uma re´gua. Nomeie-os, propositalmente, de EA, EB e EC para o triaˆngulo e
de EAC, EBD, MAB e MBC. Repare que a letra E significa Eixo e a letra M, Mediatriz.
Comenta´rio: Enxergar os eixos inclinados na˜o foi tarefa fa´cil para os alunos. O eixo
de simetria vertical do triaˆngulo equila´tero e os eixos horizontal e vertical de simetria
do quadrado foram encontrados com facilidade. No momento de nomear os eixos do
quadrado, a imensa maioria dos alunos teve dificuldade para entender os sı´mbolos MAB e
MBC. Mesmo sendo explicado que o significado de M e´ de mediatriz, eles na˜o entendiam
se a mediatriz MAB e´ perpendicular ou paralela ao lado AB. Para resolver este problema,
as notac¸o˜es foram mudadas para EV e EH.
Figura 28: Eixos de simetria do triaˆngulo equila´tero e do quadrado
8. Separe os quadrados e deixe, novamente, o triaˆngulo hachurado sobre a mesa e segure
o triaˆngulo branco sobre o triangulo hachurado na mesma posic¸a˜o, fazendo a corres-
pondeˆncia R0. Responda a pergunta:
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(a) Voceˆ consegue encontrar novas correspondeˆncias rotacionando em 180◦ o triaˆngulo
branco em torno de cada eixo? Anote as correspondeˆncias que voceˆ encontrou:
RA = {(,);(,);(,)}
RB = {(,);(,);(,)}
RC = {(,);(,);(,)}
Comenta´rio: Os alunos apresentaram grande dificuldade neste item. Foram orientados
com a resoluc¸a˜o de RA. Deste modo, entenderam que o item se tratava de uma reflexa˜o,
pore´m dificilmente enxergavam as reflexo˜es em torno dos eixos inclinados EB e EC.
Figura 29: Reflexa˜o dos ve´rtices em torno dos eixos de simetria do triaˆngulo
9. Agora que voceˆ viu que existem 3 operac¸o˜es de rotac¸a˜o do triaˆngulo equila´tero, no sentido
hora´rio, e treˆs operac¸o˜es de reflexa˜o em torno de seus 3 eixos de simetria, tente responder
o que se pede:
(a) Partindo de R0, encontre os seguintes conjuntos:
• RB , fazendo uma rotac¸a˜o e uma reflexa˜o, respectivamente.
• RB, fazendo uma reflexa˜o e uma rotac¸a˜o, respectivamente.
• R240, fazendo duas reflexo˜es.
Comenta´rio: A esperanc¸a era que os alunos conseguissem operar os elementos deste
grupo de simetrias. Pore´m, na˜o conseguiram abstrair o que estava sendo pedido. Deste
modo, foram orientados quanto ao primeiro item. Em seguida, com algumas dificuldades,
efetuaram os outros itens.
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Figura 30: Uma rotac¸a˜o e uma reflexa˜o para encontrar RB
Figura 31: Uma reflexa˜o e uma rotac¸a˜o para encontrar RB
Figura 32: Duas reflexo˜es para encontrar R240
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8 CONCLUSA˜O
Vimos que o teorema da o´rbita-estabilizador e´ uma proposic¸a˜o de contagem, que per-
mite determinar o nu´mero de elementos de um conjunto, em especial, das simetrias rotacionais
dos poliedros regulares e que, apesar de sua simples demonstrac¸a˜o, exige conhecimentos inter-
media´rios de teoria de grupos, por exemplo, os conceitos de ac¸a˜o, o´rbitas e estabilizadores. A
tabela a seguir apresenta a quantidade de simetrias rotacionais dos poliedros regulares, determi-
nadas por meio da aplicac¸a˜o do teorema da o´rbita-estabilizador, feita no capı´tulo 6:
Poliedro Regular Simetrias Rotacionais
Tetraedro 12
Hexaedro 24
Octaedro 24
Dodecaedro 60
Icosaedro 60
Tabela 2: Simetrias Rotacionais dos Poliedros Regulares
Com relac¸a˜o a atividade pra´tica, esta permitiu concluir que os alunos da u´ltima se´rie
do ensino fundamental e primeira se´rie do ensino me´dio sa˜o capazes de enxergar e operar as
simetrias que, na realidade, se trata da composic¸a˜o das permutac¸o˜es de subconjuntos de Sn.
Algumas noc¸o˜es ba´sicas de eixo de simetria sa˜o suficientes para o desenvolvimento da criativi-
dade dos alunos, que sugerem uma matema´tica sem nu´meros. A ideia da simetria, de mesclar a
a´lgebra e a geometria, e´ necessa´ria, em atividades da educac¸a˜o ba´sica, de modo a ser uma das
maneiras de incentivar os alunos a enxergar a simetria em todos os lugares a sua volta. Outras
estrate´gias podem ser utilizadas para esse incentivo, como atividades de simetrias de so´lidos,
desenhos, visita a exposic¸o˜es de arte (como Escher que trabalha com imagens sime´tricas e ima-
gens propositalmente na˜o sime´tricas) e o consequente uso do que foi visto para experieˆncias
pra´ticas com simetria e para a busca constante de simetrias na natureza.
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